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Предисловие

В инженерной практике, особенно при автоматизированном ~ыборе наилучших

проектных решений, широкое распространение получили математические методы ана­

лиза и синтеза сложных технических систем, позволяющие повысить эффективность

технологических и производетвенных процессов в различны·х отраслях народного

хозяйства. Применение эффективных математических методов в системах автома­

ти~еского управления· стало возможным с появлением быстродействующих ЭВМ.

Однако использование широких возможностей, предоставляемых ЭВМ, связано с

трудностями реализации математических методов на праl<тике, и "ре>кде всего с труд­

ностями разработки алгоритмов и программ.

Большую помощь в создании алгоритмическо-программного обеспечения совре­

менных инженерных исследований может оказать Государственный фонд, включаю­

щий тщательно оттестированные алгоритмы и программы на различных языках

програ~мирования. Однако <?тсутствие методических материалов дЛЯ ШИРОI<ОГО круга

специалистов снижает эффективность применения современных ·средств вычислитель­

ной техники в проектировании систем управления. Кроме того, любой работо­

способный в теоретичеСl<ОМ отношении метод без учета его особенностей ~ожет

быть неэффективен при решении конкретных задач.

Цель настоящего справочника - помочь. овладеть навыками применения совре-.

менного математического аппарата теории автоматического управления для расче­

тов на ЭВМ. Использование приведенных J3 книге алгоритмов ц программ

позволит существенно облегчить реализацию сложных оптимал~ных методов при

практиу:еском проведени'И исследований и разработок систем автОматического управ­

ления и уменьшит~ затраты на разработку системы.

Авторами принята следующая форма изложения: вначале кратко освещается

теория (методология») затем да~тся алгоритм и программа, в заключение при­

водится "ример практического применения предлагаемых алгоритмов и программ.

П.ри написании программ использовались широко распространенные ЯЗI:»II<И программи-

рования ПЛ/l и Фортран. .
В основу справочника положена книга «Анализ и синтез систем автоматического

управления на ЭВМ. Алгоритмы и программы», выпущенная в 1986 г. Данное

издание переработано методологически, дополнено новыми разделами, посвященны­

ми адаптивным методам выбора параметров систем, новым методам ОПТИМflза ции

управления. Все это позволило охватить весь процесс "роектирования технических

систем и праКТllчески все вопросы проектирования систем управления, встречающие­

ся в инженерной практике.
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Введение

В.1. Роль ЭВМ при ис~ледовании и проектиров~нии систем

управления,

В· ,существующих концепциях .проектирования больших систем на передний

план выдвигается комплексная автоматизация процесса" проектирования, невозможная

без внедрения ЭВМ 1JO все этапы и уровни процесса проектирования. С точки зрениSJ

системного .анализа в процессе проектирования технической системы можно выделить

следующие основные этапы (рис. -B.I) :
1. Осрзнание потребности в "роектировании системы с задаНJ:lЬЦdИ CBO~CT­

вами. Формирование критериев эффективности функционирования системы.

2. Разработка концептуальной модели системы'и описание ее в)терминах спе­
циальных язы�овыыx и логических средств.

3. Разработка математической модели системы и ее реализация в виде програм­

мы (совокупности программ) на выбранном языке программирования и для кон­

кретных ЭВМ.

4. Анализ математической модели путем "роведения на ЭВМ многократ­

ных расчетов по программам, описывающим модель системы.

5. Оп~имизация модеЛИ,которая "РОИЗ80ДИТСЯ с помощью специальног·о матема­

тического и программного аппарата. В процессе оптимизаци~ обычно происходит

MlIOfOKpaTHoe итерационное обращение к математической модели сисrемы. Разу­

меется, реализовать оптимизацию сложных систем можно ЛИШЬ'на БЫСТРQдействующи'х

ЭВМ;

осознание РоэраооmКl1 PaJpoOomKO ..
nompeOHOCmlJ. конqепm!lUЛЬ- маmСl10mЦlfССКОlJ
ФОРМ!lлuро8а- ~ нои моtJелlJ. ~ иоtlслц

нис цели системы сисmсмь/

1 2 ~

1\

. \~

4

.АнаЛli3 рсзgЛIJ­
татоВ (J ilора-
ооmКI1 моtlелu. ~ Оптимизация
UЛfl lJзменение г-=:--- иоtJСЛlJ
постаноВкизооq'l(l
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6. Анализ' результатов 'и доработка: модели или в случае необходимости

изменение постановки задачи. Последняя операция, естественно, наиболее БО!Iезнен­

на, так l<aK возвращает процесс проектирования к исходному положению.

Представленная схема процесса 'проектирования может (так обрlЧНО и бывает

на практике) неоднократно повторяrься, пока не будет выработано приемлемое

решение, 'которое и передается в производство. Разумеетсн, данная схема продесса

проектирования упрощенная, в ней не отражено действие многих вая{ных факторов.

Например, наряду с математическим моделированием используется полунатурное

и натурное моделирование, процесс оптимизации может осуществляться с помощью

физических процессов (экспериментов, испытаний) и Т. д. Большие очъемыI вы­

числений, характерные для всех этапов проектироваiIия сложных т~хнических

систем, можно произвести только с помощью современных быстродействующих

ЭВМ, обладающих достаточно большим.и резер.вами памяти, таких, как ЕС ЭВМ и

«Эльбрус». При этом по мере перехода ·ОТ ранних этапов проектирования (этапы 1, 2)
к более поздним (этапы 3, 6) масштабы применения ЭВМ увеличиваются.

Включение ЭВМ непосредственно в контур управляющей системы позволяет

расширить возмо>кности наиболее эффективного формирования и исполнения ал­

горитма управления. В этом случае ЭВМ 'могут применяться по-разному - в авто­

номном ре}l{име. диалоговом и.nи в. режиме последовательной переработки ~нформа­

ции (сулервизорное управление).

Автономный реЖUАt предполагает полную автоматизацию процесса управления,

когда на эвм· полностью возложены обработка ПОСТУПilIощей информации и фор­

мированиетребуемых управляющих воздействий.

В режиме диалого.вого управления осуществляется одновременное включение

в контур и человека-оператора, который общается с ЭВМ лос-редством различных

средств (дисплеев, графопостроителей и т. д.). Автоматическая система в диало­

говом режиме управле"ия использует КОМС1нды по частям, общение с опера­

тором и ЭВМ. Человеку и ЭВМ предоставляется возможность совместно прини­

мать решение, что позволяет управлять объеl<ТОМ в СЛО}l{НЫХ условиях.

В режиме суnервuзорного управления ЭВМ автоматичес~ки управляет системой,

однако переход от одного этапа к ДPY~OMY диктуется человеком. Супервизорный

контур, замыкающийся через человека-оператора, предназначен для выработки стра­

тегии упра~:Ления. Супервизорное управление существенн() необходимо при наличии
больших временных запаздываний в исполнении команд и в случае большой неопре­

деленности условий фУНI<ционирования системы.

Основным недостатком работы ЭВМ в контуре управления системами явnялась

неэффективность их использования, так· .как машины часто работали с недогрузкой.

Переход к мини- и микроЭВМ, появление персональных ЭВМ во многом решили

проблему рентабельности Ii ознаменовали новый подход к проектированию систем

управления в целом. Теперь вместо цетрализованного управления с широко 'раз­

витой сетью внешних устройств доминирующей стала идеология распределенного

управ~ения с внедрением широко.Й сети ЭВМ и МИI{ропроце~соров,локально встроен­

ных в отдельные устройства.

8.2. Алгоритмы и программы�

Термин «аЛГОРИТ~I» прочно вошел как в современный научно-технический, так

и в бытовой лексикон~ Но, несмотря на смысловую определенность, понятие алго-
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ритма меняет свои оттенки в зависимости от того., в каком контексте оно употребля·

ется. Поэтому следует оговорить, что мы будем понимат.ь под алгоритмом в настоящей

работе.

Обратимся к ставшему Y>l<e I<лассическим пояснению понятия алгоритма, данному

А. А. Марковым: «В матеМ'аТ.ИI<е принято под алгоритмом поним~ть точное пред­

писание, опр.еделяющее вычислительный процесс ... Следующие три черты характерны

для алгоритмов...
а) точность предписания, не оставляющая места произволу, и его обще"приня­

тость - определенность алгоритма;

~) возможность »сходить ·из варьируемых в известных пределах исходных

данных - массовость алгоритма;

в) направленность алгоритма на полученн.е некоторого ИСI(ОМОГО результата ­
~езультативность».

Современную точку зрения на информационную ~ущность понятия алгоритма

выражает Н. А. Криницкий: ...Алгоритм - это прежде всего средство преобра­

зования символьных конструкций, а вместе с ними и представленной в них информации.

Это преобраз~вание должно выполняться устройствами, для которых алгорит~­
это управляющая информация ... Алгоритм - .средство не только описания процессов,

но и создания 'тех операций, которые должны выполняться как шаги процессов

(кстати, и необязательно последовательно»).

Таким образом, понятие .алгоритма подразумевает сформулированную цель, язык,

описывающий ПОрЯДОI< действий и, возможно, физичеСI{ое устройство, реализующее

алгоритм. В настоящей книге мы не будем аl{центировать внимание читателя на тео­

ретических возможностях абсолютно строгого описания языка, реализующего "алго­

ритм (современной теории алгоритмов посвящены, например, работы [5, 6]). Для

нас это обычный ЯЗЫI< формул, принятый в современной математическойлитературе,

посвященной прикладным задачам.

Исходя из степени подробности описания алгоритма можно преДЛО}l<итьследую·

щую клас~ификаu.ию представления алгоритмов:

описание общей методики вычислений;

формальная схема последовательностиопераций вычислений;

алгоритмичеСl<ие программы дЛЯ ЭВМ.

В этой I<лассификацииосуществляются постепенная специализация и детализа­

ция алгоритмов. Программа является наиболее подробным и ·исключающим

всякую двус.мысленность (речь идет, разумеется, об отлаженной Ilрограмме)

выполнением алгоритма, реализованного на о"пределенном языке программи~ования

(а часто и применительно к КОНI<ретной выч~слительной системе). Схема алгоритма

однозначно определяет процесс вычислений. но допускает различные реализации

в виде программы (~спользование различных языков, в рамках одного языка его

разных возможностей и способов программирования и т. д.). С другой стороны,

представление алгоритма в понимании п. 1 в силу своей общности пригодно для

решения ШИРОI<ОГО диапазона задач. работу его отдельных фрагментов можно

оптимизировать ~ целью МаI{СИl\·tальноЙ аД811тации самого вычислительного метода

к специфике решаемой задачи.

Авторы старались отразить в книге в основном весь процесс исследования и

проектирования ~a ЭВМ систем автоматического управления; выбор il~дходящей

модели математического метода, программы и, наконец, проведение чисnеннык
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расчетов на ЭВМ. В то же время основная направленность I<НИГИ - оказать чита­

телю помощь ·пр·и практическом решении на ЭВМ реальных задач инженерного

проектирования - заставила авторов сконцентрировать свои усилия на Ьпи~ании

алгоритмов, максимально ориентированных на использование. на ЭВМ. Этому требо­

в·анию наиболее удовлетворяют алгоритмы групп 2 и 3. Особое значение в праl<тике

решения задач исследования и проектирования систем автоматичеСI{ОГО управления

играет программное обеспечение указанных работ. РазраБОТI<а цифровой компью­

терной системы управления, за ИСI<лючением аппаратуры специального' назначения,

является неполной, а C~CTeMa бесполезной для практического применения, пока

не будет обеспечена соответствующими программами, правильность которых под­

тверждена тестами. При этом следует отметить, что разработка программного

обеспечения....-- программ применения (проблемных), операционных систем и вспомога­

тельных сервисных програ-мм, l<аки разработка аппаратуры, находится в развитии.

Следует подчеркнуть, Что стоимость разраБОТI<И программного обеспечения пре­

вышает (на порядок и даже больше) стоимость самой ЭВМ, дЛЯ I<ОТОРОЙ оно

предназначено [7]. Более того, разработка программного обеспечения проводит­

ся значительно медленнее, чем разработка аппаратных средств автоматизацин·,

требует интенсивных дополнительных трудовых затрат на доводку и сопровожде­

ние. С учетом всех этих факторов становится ясной важность создания специализи­

рованного математического обеспечения, ориентированного на машинное проектиро­

вание современных систем автоматического управления.

8.3. О'писание комплекта программ

В книгу :включено 17 программ, позволяющнх чит-ателю решать с помощью ЭВМ

практичеСl<ие задачи анализа и синтеза систем автоматического управления:

GURV - анализ устойчивости линейных систем управления с помощью кри­

терпя Гурвица;

RAUS - анализ устойчивости линейных систем управления с помощью крите­

.рия Рауса;

OPR - анализ устойчивости линейнЫХ систем с бесконечно большими коэффици-

ентами; .
INTED, INTEC - вычисление математического ожидания и дисперсии выходного

сигнала динамической системы с дискретным и непрерывным временем соответствен-

но;

DIN - синтез оптимального управления методом динамического программиро­

вания;

OPTIMA - синтез оптимального управления непрерывной динамической нелиней-

ной системы с заданным критерием качества управления;

KALMAN - фильтрация для линейных стохастических дискретных систем, т. е.

синтез дискретного фильтра Калмана;

I(ALBUS - фильтрация для нелинейных стохастических непрерывных систем;

FMINIM - оптимизация одномерного критерия по методу золотого сечения;

DIRECT - оптимизация непрерывных парамет.ров системы с помощью метода

прямого поиска (конфигураций);
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FLEXI - оптимизация непрерывных параметров системы при наличии ограни­

чений (равенств инеравенств) с помощью метода скользящего допуска;

GOMORY - оптимизация дискрет·н:ых параметров системы при наличии линейных

критерия и ограничений;

VEKSP, \ NAPRO - решение аналогичной задачи. но для выпуклой фУНI<ЦИИ
критери~ кач~ства;

AODIM - ОПТИМJ.~зация дискретных параметров для систем с нерегуляр»ыми

функциями ~ритериев хачества;

ОРТI - вычисление статистичеСI<ОЙ оценки экстремального значения критерия,

зада~ного на дискретном множестве параметров системы.

·Часть програмМ" разработана авторами, другая часть - переработанные для

языка ПЛ/l модификации программ на других ЯЗЫI<ах, подготовленных разны­

ми авторами (ссылки на соответствующий исто~ник приводятся при описании

программы) . В предлагаемых программах использовалась возмо}кность ЯЗЫI<а ПЛ/l

цо динамическому распределению памяти, т. е. все програмы, работающие с векто­

рами и матрицами, могут оперировать массивами произвольной размерности,

ограниченными в основном лишь ресурсами памяти, доступными дЛЯ Э·ВМ.

Одним из lIаиболее ваil<НЫХ вопросов при разработке подобного рода па­

·кетов программ является В9ПРОС о выборе основного языка программирования.

Авторы остановились на языке ПЛ/l по следующим причинам: он обеспе­

чивает эффективное описание сложных алгоритмов вычислений над большими сово­

купностями данных. представляемых в разнообразных формах; l<poMe того, он явля­

eTC~ широко распространенным языком, охотно используемым в ИН>I<енерной прак­

тике. Это облегчает организацию совместного применения предлагаемых в данном

по~обии программ с программами пользователя. Более того, возможности языка

ПЛ/l позволяют осуществлять связь с программами пользователя. подготовлен­

ными на других языках, н·апример Фортране (см. приложеНИЕ: 1).
Описание работы каждой из приведенных в I<ниге программ оформлено оди­

наково. В описание входит информация о входныJS: и выходных параметрах

прог.раммы, ре>l<имах ее работы. В случае необходимости приводится более под­

робная информация о форме представления выходных данных программы. Наиболее

важные ф'рагменты программы СJ:lзбжены соответствующими комментариями.

Для удобства пользователя все приведенные программы сопровождаются

типовыми примерами, иллюстрирующими ВОЗМО>I{ные способы ПОДГОТОВIПI и исполь­

зования nporpaMM при решении конкретных задач.

Обращение ко всем программам осуществляется с помощью стандартного опе­

ратора языка ПЛ/I CAL·L либо присвоения неК9ТОРОЙ переменной значения процеду­

ры-функции. Обеспечить работу вызыIаемойй программы пальзоватеЛЬМО:>l<ет с по­

МОЩЬ.IО описания атрибутов данных и задания их начальных значений в собственной

вызывающей программе.

Как известно, точность вычисления с помощью программ зависит от точности

данных. В приведенных программах использовалась точность, обеспечиваемая так

называемым принципом умолчания ЯЗЫI<а ПЛ/l. При необходимости пользователь

может варьировать точность с помощью явного задания соответствующего атрибута.

Необходимые для эт~го ){онструкции языка программирования ПЛ/l приведены в

П.РИЛО>l<ении. Для иллюстрации ВОЗМО:>I{НОСТИ применения приведенных в книге

программ рассмотрим слеДУIОЩИЙ пример.

Для оптимального управления дина мической системой необходимо знать ее состо­

яние. Оценки состояния :Линейной динамичеСI{ОЙ системы можно вычислить методом
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оптимальной фильтрации по следующим фОРМУЛ.ам:

~(t)=A(t)x(t)+ K(t) [y(t)- H(t)x(t)]; P(t) = A(t)P(t)+ P(t)AT(t)+ G(t)Q(t)GT(t)-- (В 1)

- P(t)HT(t)R -1(t)Н(t)Р(t), K(t) = P(t)HT(t)R.-1(t).

где x(t} - n-мерный вектор оценок состояния системы, x(to) =хо (хо задано); P(t) ­
ковариационная матрица вектора ~(t) размером nХn. P(to) =РО (РО задано);

A(t) ~ матрица. размером nХn, определяющая динамику системы; G(t) - матрица

размером nХ т, характеризующая воздействие внешних возмущений по координа­

там вектора состояния; H(t) - матрица размером [Хn, определяющая динамику из­

мерений; y(t) - [-мерный случа~ный вектор измерений.

~атематическая модель вектора измерений:

у(t) = Н({)х(t)+v(t), (Б2)

где v(t) - l-мерный вектор шумов измерителей; x(t) - n-мерный вектор состояния

динамической системы, x(to)=xo (хо задано). Математическая модель динамической

системы определяется формулой

х(t) = А(t)x(t)+G(t)w(t). (БЗ)

где w(t) - т-мерный вектор возмущений; Q(t), R(t)- матрицы интенсивностей внеш­

них возмущений и погрешности измерений размером т Хт и [Х {. Возмущения

и шумы гауссовские с нулевым математическим ожиданием.

Алгоритм вычисления оценок состояния методом оптимальной фильтрации может

быть разработан на основании формул (B.I) - (В.З) и оформлен как процедура

на языке ПЛ/l (см. программу I<ALBUS). Формальными параметрами процедуры

будут следующие:

n, т, 1- параметры, определяющие размерность системы;

х, х, Р -,-- векторы состояния, оценок состояния и ковариационная матрица;

t, h - независимая nеременная и шаг интегрирования;

имя процедуры вычисления матриц А, G, Н. Q, R.
Поскольку эти матрицы являются описанием конкретной динамической системы,

то алгоритм вычисления их элементов и процедуру на языке программирования

разрабатывает специалист в этой области.

Из этого 'примера видно, что использование отлаженных и четких алгоритмов

и процедуры оптимальной фильт·рации может существенно сократить время специа­

листа на решение задачи. машинное время на отладку задачи и делает доступ­

ным использование сложного в теоретическом отношении метода оптимальной филь­

трации для инженеров, имеющих недостаточную для разработки самих опти­

мальных методов математическую подготовку.
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Глава 1.

Исспедование устойчивости систем управnения

ОДНИМ из OCHOBHbix требований, предъявляемых к качеству функционирован~я

системы автоматического управления, является требование устойчивости. Система

автоматического управления считается устойчивой, если она, б.удуч~ выведена из

состояния установившегося дви}кения некоторой причиной (внешним воздействием,

изменением начального состояния), возвраrцается в исходное состояние после пре­

крвrцения действия этой ПРИЧ~iНЫ.

Вынести суждение об устойчивости систем автоматического управления .позво­

ляет анализ располо>кения корней характеристического уравнения. минуя вычисле­

ния самих корней. на основе критериев устойчивости. В настоящее время в т~ории

автоматического управления критерии устойчивости делятся на две большие груп­

пы: алгебраические и частотные. Алгебраические критерии основаны. на анализе

непосредственнохарактеристическогоуравнения системы. Такими критериями являют­

ся, например, шир'окЬизвестные критерии Рауса и Гурвица. Частотные критерии

позволяют определить устойчивость системы автоматическогоуправления с помощью

аналитического или экспериментальногоисследования частотных характеристик эле­

ментов, этой системы. Популярными в технических приложен~ях критериями этой

группы являются критерии Михайлова и НаЙквиста. Они в той или иной 'форме

базируются на априорном знании характеристического уравнения системы

aOP'&+alpn-I+ ... +аn_IР+аn=о.

которое при ИЗЛО}l{ении всех последующих алгоритмов считается заданным.

(1.1 )

1.1. Оценка устойчивости по критерию Гурвица

Косвенные условия оценки устойчивости линейных систем, которые позволяют

составить алгоритм оценки устойчиво~ти, не прибегая к нахождению корней,

нашел немецкий математик А. Гурвиц. Алгоритм Гурвица основан на построении

из коэффициентов характеристического уравнения (1.1) специальной матрицы­

матрицы Гурвица:

а. аз аБ

ао а2 а4

О a1 аз

О ао а2
О О а l

в соответствии с критерием Гурвица система будет устойчивой, если определитель

матрицы Гурвицаи Qпределители веех ее диагональных миноров положительные.

В первую строку матрицы ~рвица записываютсй коэффициенты характеристи­

ческого уравнения с нечетными индексами, во вторую - с четными. 'последующие
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пары строк получают И3 первых двух, смещая их элементы на 1, 2, 3, ... СТОJIбца.

Обрззующиеся свободные места слев~. а также те элементы, .KoTopbIe находятся

в строке справа от an-I, аn, запоn~яются нулями. Таким образом, матрица ГУРВ8ца
имеет n строк и n столбцов. ·

По главной диагонали располагаются коэффициенты· характеристического урав­

нения, начиная с аl до аn. Диагональные миноры Ak (k = n - 1: ..., 1) получаются из

определителя матрицы Гурвица 8.n путем вычеркивания справа и снизу последователь­

но по одной строке и одному столбцу, по две СТрОI<И и два столбца и т. Д. Условие

устойчивости системы заключается в том. чтобы при ао> О .~ce диагональные

миноры были ПОЛО}l{ительные:

(1.2)

Таким образом, алгоритм Гурвица состоит из следующих основных этапов:

1. Составление определителя Гурвица Ал.

2. Вычи'сление определителей 8.t, ...• l!n.

3. Анализ УСЛОВI:IЯ ПОЛО}l{ительности определителей А., ...• J1n •

При выполнении этого условия делает~я вывод об устойчивости исследуемой си­

стемы, в противном случае система неустоЙчива.

ПРОГРАММА GURV

Назначение: анализ устойчивости линейньiх систем автоматического управления с

помощью критерия Гурвица. .
Пара.м.етры:

А - о~номерный массив, составленный из коэффициентов характеристического

многочлена (1.1) aopn+atpn-l+.;.+an, А(I) =ао, А(2) =al, ... , A(N) =аn;

N - порядок характеристического многочлена:. N=n+ 1;
IND - скалярный показатель устойчивости системы:'

IND={
О, если система неустойчива,

1, если система ·устоЙчива.

Обращенuе: CALL GURV (А. N, IND);
Основн.ые этапы работы: .
1) проверка положительности' коэффициентов характери~тического· полинома;

2) заполнение определителя Гурвица;

3) циклическая проверка положит~лъно~ти определителя Гурвица и всех его

диагональных миноров.

В процессе работы программа GURV использует обращение к процедуре

вычисления определителя произвольной квадратной матрицы DET.
ПРU.Аtер. Анализ устойчивости ..tIинеЙноЙ сиетемыI с характеристическим

полиномом p3+1,48p2+4,6p+4. В результате получено IND=l, ·на основании кото-
рого можно сделать вывод об устойчивости д~нной системы. .
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GURV:'PROCEDU~E(A,N,IND);

DECLARE А(*);

BEGIN; -
DECLA-RЕ

о

B(N,N);
/* 1 */

IND a 1;
Ба r-1 . ТО N;

- IF· A(I) <~ о ТНЕМ GO .то ~~

END;
В-О;

/* 2 */
ОО За1 ТО N/2+1;
31-2*З; J2 c 2*J-1;
В ( 1 , J ) .сА ( J 1 ) : .
B(2,'J)-A(32) ;

END;
DO IаЗ ТО N ЙУ 2:

DO J-FLOOR(I/2)+1 ТО N-1;
B(I,J).~(I-2,J-1);

END; о

IF ~+1 <- N THEN
·DO JsFLOOR(I/2)+~ то N-1;

B(I+1,J)·~(I-1,J-1);·

END;
e:ND;
оо' Ic1 ТО М-1;

B(N,I),B(I,N)-O;
ЕМО;

~.(M,M)=A(1 ~;

ОО I-N-1 ТО. 1 ВУ -2;
BEGIN; ,

DECLARE X(I,I);
DO J-1 ТО 1.;

DO L-1 ТО 1;
X(J,L)-B(J,L);

. END; ..
END;
CALLDET(X, 1 ,'DE);
IF DE (~O THEN GO ТО

END;
END;

GO 'то МЕТ2;

МЕТ1: IND~O;

МЕТ2:- END;
END GURV;

ОЕТ: PROCEDURE(AA,NN,DE):
DECLARE АА(*,*);

О=1;

DO К=1 то NN;
RMAX-O;
ОО I-K ТО NN;

T.-AA(I,K) ;
IF АВВ(Т) ABS (RMAX) ТНЕ-

00; ,
aMAX-Т; З-1 ;



END:
END;

IF RMAX О THEN
DO;

D-O; GO то FIN;
END;

. IF J • К THEN
DO;

D--D; ,
DO I-K то NN;
T-AA(J,I);
АА (З , 1 ) -АА (К, 1 ) ;

, AA(K,I)aT;
END:

END;
IF К')!& NN THEN GO то МЕТ;

ПО I-K+1 ТО NNJ
T-AA(I;K)/RMAX;
DO ЗаК+1 ТО .NN:
AA(I,J).AA(I,Jt-Т*~А(К,J);

END;
END;

.мЕТ: D-D*AA(K,K);
END,;
FIN·:DE-D:
END DET:

TEST: PROCEDURE OPTIONS(MAIN)~

DCL А(4);

'Н-З;

-А(1 )-1; А(2)'-1.48; А(З)-4.6; А(4)-4;

CAL~ GURV(A,N,IND};
'РОТ SKIP DATA(A,N.,·I.ND);

END ТЕВТ;

1.2. OцeHK~ устойчивости по критерию Рауса

На практике при анализе устойчивости систем ~ заданным характеристическим

уравнением 'часто пользуются критерием Рауса. АЛГОРИТl\:f Рауса, как и алгоритм

ГУРВИЦ8 t строится на основе анализа специальной таблицы (матр.ицы)

- -a 11 = ао a21 = а2
'-
а21 = а) а22 = аз

( 1.3)- -
аз) аЗ2

а41
-
а42

Она составляется из коэффициентов характеристического уравнения' системы (1.1).
В первую ст.року записываются коэффициенты характеристического уравнения с

четными индеl<сами (0.2•...). ВО вторую - снечетными (1. 3, ...). В остальных строках

элементы aik(i~3) вычисляются с помощью рекуррентных СQотношений

(1.4)
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Эти формулы и определяют, по существу, алгоритм Рауса. Проверка устоЙ­

чивости системы осуществляется в ходе заполнения таблицы Раус.а. В соответствии с

критерием Рауса для устойчивости необходимо и дос.таточно, чтобы выполнялось

неравенство d l> О (i=3, ... , n+2) при ао> О или (что эквивалентно) ао> О, al> О,

азt> О, ... , Un+I,I> О. Если какой-нибудь из коэффициентов отрицательный, то систе­

ма неустоЙчива. Более того, число перемен знаков у коэффициентов первого столбца

таблицы Рауса дает число I<орней характеристического уравнения с.истемы, ко­

торые Р'асполо}кены в правой полуплоскости.

ПРОГРАММА RAUS-

Назначенuе: анализ устойчивости линейных систем автоматического управления

с помощью критерия РауСа.

ПapaAfeTpbL:
А - массив, составленный из I<оэффициентов характеристического ур.ав.нения аорn+

+aIPn-'1 + ...+an-IР+аll=О системы: A(l) =ао, А(2) =al, A(N) =аn ;

N - размер массива А: N = n+1;
IND - скалярный показатель устойчивости системы:

IND ={ О для неустойчивой системы,

. 1 для устойчивой.

1< - число "еремен знаков первого столбца таблицы Рауса.

Атрибуты всехпа.раметрОв присваиваются по умолчанию.
.Обращение: CALL RAUS (А, N, IND t К);

Основные этапы работы:

1) формирование из коэффициентов характеристического уравнения таблицы

Рауса;

2) проверка условия положительности элементов первого столбца таблицы

Рауса;

3) подсчет числа перем.ен знаков у элементов первого столбца таблицы Рауса.

ПРU.Аtер. Анализ устойчивости системы с характеристическим уравнением р6+

+6р5+21р4+44рЗ+62р2+52р+lОО=О (таким образом, N=7). Получены следую­

щие значения выходных пар.аметров: IND=O (Т. е. система ,неустойчива), К=2.

RAUS: PROCEDURE(A,N,IND,K):
DECLARE А("*};

IND-f: N1 a (N+1}/2;
И-FLООR(N1):

BEGIN;
DECLARE R(З:N),С(N;М}:

/* 1 */
R-O: с-о:

DO 1-1. ТО М:

K-N-2*(I-1);
IF к ) О THEN C(1,I}-A(K}}
K-N-2*(I-1)-1i
IF К ) О THEN C{2,Il-А(К):

END:
DO I-З то N:
R(~)·C{I-2,1)/C(I-1,1):

DO J-1 то M~1:

C(I,J)-C(I-2,J+1)-R(I}*C{I-1,J+1):
END:

END:
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DO ... 1-1 ТО N:
IF С(I,1) (- О ТВЕН

DO:
IND-O; GO ТО МЕТ:

END;
END:

к-о;

GO ТО МЕТ1

/* з *1
МЕТ: K~O:

DO 1-1 ТО N-1;
IF C(I,J)*C(I+1,J) (а О THEN К-К+1

END:
МЕТ1: END:

END RAUS;

TEST: PROCEDURE OPTIONS(MAIN):
DCL А(7);

Н-7:
А(1)-1: А(б)-б; А(5}-21; А(4)-44;

А(3)-62: А(2)-52; А(1)-100;

CALL RAUS(A,N,IND,K);
. END TEST;

1.3. Оценка устойчивости по критериям Михайлова и Найквиста

Оригинальный графоаналитический критерий оценки устойчивости систем авто­

матического управления с помощью анализа специальным образом построенных

кривых, характеризующих динамические свойства исследуемой системы, предложил в

1938 г. советский ученый А. В. Михайлов.

Характеристический многочлен линейной системы n-го порядка

(1.5)

Подставим в него значение Р= jro:

D(jro) = Х(ro)+j У«(й),

где Х(ro)=аn-аn_2оо2+ ... +( -1)nаоron, Y(ro}=an_loo-аn_зroЗ+ ... +{ -1)n-la1ron-l.
Соответствующие годографы ~ плоскости (Х, У) при различ~ых n называются

кривыми Михайлова. Критерий Михайлова ~ожно сформулировать так: для устойчи­

вости системы с характеристическим многочленом (1.5) необходимо и достаточно,

чтобы ·'при изменении величины о) от О до 00 изменение аргумента функции 1)О ro)
равнялось .nп/2. Это означает, что годограф D{jro) должен пройти против часовой

стрелки последовательно n- квадрантов. Примеры кривых Михайлова, соответствующих

устойчивым и неустойчивым системам, приведены на рис. 1.1, а и б.

Алгоритм, реализующий критерий Михайлова, "рост и состоит в последователь­

ном вычислении значений функций Х(ro) и У(оо) для 00=0, Аro, 2800, ... (1\00 - шаг

квантования). В процессе вычислений определяется изменение аргумента функции

L\argD(jro). В конце проверяется условие I<ритерия Михайлова AargD(jro)=nn/2.
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Рис. 1.1. Примеры кривых Михайлова для устойчивых (а) инеустойчивых (6) систем

При проведении расчетов бывает полезно использовать следующие свойства l<рИВЫХ

Михайлова: при 00=0 величины Х(оо) И У(оо) вычисляются по формулам Х(О)=;:аn •

У(О)= о. Так Kal< сразу можно предположить, что все коэффициенты а; (i == О, ... , n)
положительные,то при оо-+-оо будем иметь либо Х(оо)-+00. У(ro)-+- 00 при n четном,

либо Х(оо)--+-- 00, У(оо)-+оо при n нечетном. Это позволяет в практических расчетах

использовать асимптотические свойства кривой Михайлова для определения конеч­

ного значения параметра ю, участвующего в расчете.

Оценим устойчивость. например. элеК'rромеханичеСI{ОЙ следящей системы в ра­

зомкнутом состоянии. передаточная функция I<.ОТОРОЙ

\\'I(p) = К/ [p(l + Тур)(1 + Т".р)],

где К = 58 c- I - общий коэффициент усиления разомкнутой системы; Т", =0,57 с­
постоянная временидвигателя;Ty=O,OI с - постоянная врем~ни УСИtЛителя. Xapal{Te­
ристический полином замкнутой системы равен сумме полиномов числителя и зна­

мена~еля передаточной фУНI{ЦИИ разомкнутой системы:

Для построения· кривой Михайлова определим вещественную и мнимую части

функции Нз(Р):

У (00) = 1т Нз Оro) = 00 - Ту Т". 003 = 00 - ·5,7 · 10-3002.

Вычислим значения Х (00) и У (ro) для ряда значений 00. Как ВJfДНО иа рис. 1.2, кривая
Михайлова последовательно проходит через три квадранта. следовательно, сист.ема

устойчива.

Алгоритм оценки· устойчивости по. критерию НайК8иста базируется на мате­

. матических моделях, описывающих частотные характеристики (в части·ости, переда-
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Рис. 1.2. Построение кривой Михайлова у

6

точные функции) разомкнутой цепи системы автоматического управления. ·На осно­

вании анализа разомкнутой цепи можно сделать вывод об устойчивости и·ли неустой­

чивости замкнутой системы.

Предцоложим, что система автоматического управления устойчива в разомкну­

том состоянии. Пусть передаточная функция разомкнутой цепи есть ·W(p). Рас­

смотрим вспомогательную функцию

W1 (р) = W(p) + 1 = Нз (р}/Нр (р), (l.6}

где Нз(р) и Нр(Р)- соответственно характеристические многочлены замкнутой си­

стемы и ее разомкнутой цепи. ·Подставим в (1.6) значение р= j 00. Вследствие сделан­

ных предположений об устойчиеости разомкнутой цепи по критерию Михайлова ар­

гумент Ир(jоо) при О~ro~ 00 изменяется на nп/2. Но для устойчивости замкнутой

системы также необходимо. чтобы соответствующееизменение аргумента, Нз (j (0) рав­

нялось nп/2. Следо.вательно, условие устойчивости можно записать в виде

Таким образом, для устойчивости заМI{НУТОЙ системы необходимо и достаточно, чтобы

годограф W. Ооо) не охватывал начало координат.

Возвращаясь к частотной характеристике разомкнутой системы W (joo) , можно

сформулировать критерий Найквиста: в случае устойчивости разомкну~ой цепи си­

стемы· автоматического управления для устойчивости замкнутой системы необходи­

мо и достаточно, чтобы годограф W (j (0) при изменении (о от О до 00 не охватывалточ­

ку с координатами (- 1, О).

В вычислительном аспе~кте алгоритм оценки устойчивости по критерию Найквиста

аналогичен алгоритму по ~ритерию Михайлова. Однако при его реализации на ЭВМ

возможны трудно·сти, связанные с алгоритмической формализацией события, заклю­

чающегося в неохвате точки (- 1J О) годографом W(j (о). в этом случае может OKa~·

.заться полезным следующее правило: годограф W(joo) не охватывает точку с коорди­

натами (-1. О), если при пересечении годографом действительной оси левее точки

(-1, О) число пересечений сверху вниз равно числу пересечений снизу вверх.
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Определим устойчивость разомкнутой системы управления устойчивым объектом,

используя критерий НаЙквиста. Пусть передаточная функция такой системы

W(p) = K(l + 'tp)/p( 1 + ·Т.р) (1 + T~p~.

где К= 1 - оБЩJ:lЙ коэффициент усиления; 't=O, lf с - постоянная времени I<орректи­

рующего устройства; Т1 =0,2 С - постоянная времени исполнительного устройства;

То =·О,5 с - постоянная времени объекта. Оценим устойчивость замкнутой системы

с помощью критерия НаЙквиста. Амплитудн<;>-частотная характеристика (АЧХ)

разомкнутой системы:

А (ю) = К.; 1 + (фт)2
. -.../1 +(юn21l-(ют~21

Фазочастотная характеристика (ФЧХ):

-v 1 + (0,100)2

arctg ОО't - arctg (ОТ. = arctgO, 1ro ­

- arctg 0,200 при ro < 1/То = 2с- 1,

'ф (00) = arctgro't - arctgroT 1 - 1800 = агсtgО,lоо -

- агсtgО,2оо - 1800 при ro > I/То = 2с- 1.

Вычислим А(ю) и 'Ф{ro) для ряда значений частоты 00. Построим амплитудно­

фазовую характеристику (АФХ) системы (рис. 1.3). При частоте 00=I/To==2 c- I

АФХ имеет разрыв. Ветви АФХ. соответствующне частотам ю-+l/То-О и oo~I/To+

+0. дополним полуокружностью беСI{онечно большого радиуса, которую проведем по

часовой стрелке от ветви АФХ, соотв.етствующеЙ ю-+l/J.: о -О, К ветви, соответствую­

щей 00-+ 1/ТО+ о. Из рис. 1.3 видно, что АФХ разомкнутой системы охватывает точку

( - 1, О). Следовательно, зам·кнутая система неустоЙчива.

Оценить устойчивость этой системы можно и другим способом. Из выражения

ДЛЯ ФЧХ .следует, что при т> Т1 ДЛlI всех частот '1'(00» -1800. Поэтому АФХ при

v
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т> .т. не заходит в третий квадрант, и система устойчива при любых k <О и T~. ;При

1:"<; Т.'Ф(ro)< -180°' для всех частот 00> l/To, 'поэтому часть АФХ,. соответствую­

щих ~aCTOTaM 00> l/To, лежит в третьем квадранте, причем ветвь АФХ, соответствую­

щая (O--+I/То+О, уходит в бесконечность. Поэтому при т< Т, система неустойчива

при любых К и То. .
Критерий Найквиста был сформулирован в предположении, что разомкнутая

система устойчива. Рассмотрим общий случай, когда т (m~'O) корней характери­

стического уравнения раЗОМКfI '"ой системы находятся в правой полуплоскости ,
а остальные n - т - в левой. Без ограничения общност~ 'можно принять, что обратная

связь системы отрицательная (ес""и обратная связь положительная, то умножим

передаточную ФУНКЦИIО разо~кнутой системы на коэффициент К= - 1) .
Теперь можно сформулировать критерий Найквиста в обutем случае наличия т

корней в правой полуплоскости.: чтобы замкнутая система" была устойчивой, необ­

ходимо и достаточно, чтобы АФХ..ее разомкнутой системы при из'менении (J) от О до 00

охватывала точку (- 1; О) (при движении в положительном направлении) ровно

m/2 раз.

ПРОГРАММА MIH

. Назн.ачеFtuе: анализ устойчивости линейных систем с помощью критерия Михай­

лова.

Параметры:

N - 'порядок характеристического полинома исследуемой системы;

А - массив коэффициентов характеристического полинома, размер (O:N);
WMAX - максимальное значение используемой валгоритме Михайлова частоты;

DW' - шаг изменения частоты;

EPS - точность вычисления изменения аргумента годографа кривой 'Михайлова

(точность вычисления AargD(jro»;
EPSI - нижн.яя граница приращения .аргумента при описании годографом кривой

Михайлова;

IND - инр.икатор устойнивости системы в зависимости от ТОГО,скол.ько квадран­

тов прошла кривая Ми~айлова (больше, равно или меньше N): IND=1­
система устойчива; IND =2-система неустойчива, имеется возможность

увеличить значение параметра WMAX, что позволит уточнить анализ для рас­

ширенного спектра частот; IND = О - число квадрантов, пройденных кривой"

Михайлова, больше порядка характеристического уравнения системы, что не­

возможно теоретически (кривая Михайлова всегда проходит число квадрантов, не

превышаlощее порядок характеристичеСI<ОГО уравнения), но тем не менее 'может

встретиться при практических расчетах на ЭВМ, QTO обусловлено накоплением

ошибок округления, случайного сбоя ЭВМ и' т. д. При повторении исходов про­

граммистуможно рекомендовать изменить входные параметры программы (на-.

пример, уменьшить DW, увеличить EPS), атрибуты параметров и повторить

расчет.

Атрибуты параметров определяются по умолчанию:

Обращение: CALL MIH(A, N, WMAX, DW, EPS, EPSI, IND);
Осн.О8ные этапы работы: .
1) основной цикл изменения параметра частоты;

2) вычисление вещественной части годографа Михайлова;

19



3) вычисление мнимой части годографа Михайлова;

4) вычисление аргумента;

5) расчет приращения аргумента годографа Михайлова;

6) проверка условий устоичивости системы.

Аналогично можно разработать ".рограмму, реализующую алгоритм оценки у.стоЙ­

чивости по критерию НаЙквиста. При этом изменения коснутся лишь того фрагмента

MIH, в котором непосредственно осуществляется проверка условий устойчивости.

Прu1tfер. Исследование' устойчивости системы второго порядка с характеристи­

ческим многочленом р2+р+ 1.
Исходные данные: N=2, А(О) =A(l) =А(2)=1, WMAX = 500, DW=O,5,

ЕРS=10-З , EPS=10-7.
Результат: в течение 2,5 с на 'ЭВМ ЕС- ~ 033 получено верное значение па ра·

метра IND == 1. что соотвеТС1вует устойчивости систем'ы.

МIИ: ~ROCED9RE(A,N,WMAX,DW,~PS,EPS1,IND)~
DCL А(*}; ,
FIS-O: Р1-З.141592б54:

F-O; .
I-2: Р-О: SIGNS-1: J1-1:

/* 1 */
DO WHILE(F<-WMAX):
P-(I-:1}*DW;

/* 2 */
J·O: Х-О; J1··O:
DO WHILE(J<-N):
IF ~·o THEN Х-О;

ELSE
Х·Х+А(N-J)*(-1)**J1*Р**З:

.J1-J1 +1 :
J-J+2:
END:

/* з */
J a 1.: у-о; J1-.0:
DO·WHILE(J<-N)i
Y.Y+A(N-J)*(-1}**J1*P**J;
:11-З1+1;

J-J+2;
ENP;

1* 4 */
IF Х аО THEN FI-ATAN(Y/X):
IF ХаО & У>О THEN FI-О .• S*РIi
tF Хаб & У<О THEN FI--O.S*PI:

1* ·5 *1
SIGNN-SIGN(Х*.у) :
IF(SIGNN -SIGNS) THEN
DOi
J1- -J1 +1 ; XF F'LOOR(J1/2) *2-J1 THEN DFI.FI+PI-~IS:
ELSE DFI-FI-rIS: F-F+DrI:
SIGNS"SIGNN:
FIS-FI:
GO то МЕ:

END: :
DFI-FI-FIS: F-F+DFI: FIS-FIi

1* б */
МЕ: IF F>N*FI*O.5+EPS THEN

DO;·
INDaO: GO то МЕТ;
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·END;
IF DFI<EPS;
THEN GO то НЕЕ;

III:I+1 ;-
END;

МЕЕ: IF ABS(F-N*PI*O.5) <а ЕРВ THEN
DO;
IND-1: GO то МЕТ:

END:
IND-2.;

МЕТ: ЕND"ИIН;

TEST: PROCEDPRE OPTIONS(MAIN);
DCL А(О:2);
N-2;
А';1-

WИАХ-SОО;
EPs-О.ОО1;

ЕРВ1-1.Е-7:

DW-O.5:
CALL MIH(A,N,MMAX,DW,EPS,EPS1,IND};

END TEST; .

1.4. Оценка устойчивости импульсных систем

.Динамика импульсных систем описывается с помощью уравнений в конечных

разностях или дискретного преобразования Лапласа (Z-преобразования). Как и ДЛЯ

непрерывны�x систем, при оценке устойчийости ИМПУЛf:»СНЫХ систем достаточно ИССJlе­

давать характеристичеСКО.е уравнение замкнутой импульсной системы

(1.7)

(Т -константа времени).

Импульсная система будет устойчива, если все нули р., ...• рn характеристического

многочлена будут раСПОЛО}l<ены в левой ПОЛУПЛОСI{ОСТИ: Re PI<O (i= 1•....• n). Если

заменить переменные epT=z, p=[nz/T, то характеристический многочлен MO}l{HO
записать· в следующем виде:

а (z) = G(ln z/T) = ao·zn + а, гП -1 + ... + ап•

При этом левая ПОЛУПЛОСJ{ОСТЬ Rep<O _трансформируетсяво ~нутреннюю чз.сть

единичного круга плоскости г, а правая Rep> 0- во 8неШliЮЮ часть. Это преобразо­

вание позволяетпереформулироватьусловие устойчивости:импульсная система будет

устойчива~ если все нули Z. =ePIT~ ... , ZII"=ePnT будут внутренними: IZ/I < 1 (Ё= 1, ...• n).
Например, пусть передаточная функция замкнутой импульсной системьi

WЗ (г) = О,11/(г2 - 17,8г + 0,89).

Характеристическое уравнение системы 22 -17.,8г+0,89=0 имеет ко.рин г',,2=О,89±

±jO,346. Так как 'г.,2\ <: 1~ то в соответствии со сформулированным критерием

устойчивости данная система устойчива.

Следует отметит~, что непосредственное вычисление корней характеристического

уравнения - до.статочно трудоемкая процедура, может быть реализована лишь с
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помощью соответствующих числе"ных методов. Поэтому при анализе уетрйчивоети

импулрсных систем целесообразно использовать косвенные методы исследования рас­

поло>Кения кор~ей характеристического уравнения.

Покажем, KaI< можно для этого применить алгоритмы, OCl!oBaHHbIe на ~лгебраи­

',ческих критериях уsтойчивости:Произведемеще одну замену переменныхг=(1+.(0)/
(1.-00). Хар~ктеристическиймногочлен преобрззуется к следующему виду:

(m-l)nОС:~Э =G(m)==ao(m+l)n+'

+ Й 1 (00 + 1)n-I (00 - 1) + ... + аn(ro - 1)n=

= bo(j)n+ Ьtюn- I + ... +'Ь n '

Зд~сь коэффициенты Ьо , ...., Ьn определяются по следующим формулам:

n 11

Ьо = ~ а;Ь n = ~ (-I/а;,
;=0 ;=0

n i
bi = ~ ~C:C~-=-'i(-l)/,j=l, ...,n-l.

~1~0 .
(1.8)

Это преобраЗ0вание трансформирует внутренность, границу и внешность еди'НИЧ­

нога круга Iz I< 1 соответственно в левую полуплоскость, МНИМУIО ось И правую

полуплоскость в плоскости 0>. Теперь можно Iiрименить к многочлену о(ю) описаJlные

ранее а~"горитмы и программы, основанные на алгебраических критериях устойчи­

вости.

ПРОГРАММА PERJ1:S

НаэН,а1lеНllе: вычисление коэффиц~ентов Ьо, , Ьn ПQ известным коэффици.:

ентам ис~одного характ~рист.ического уравнения ао, , a/I••

ПapaAfeTpbt:

N .- порядок характеристичеСI{ОГОполинома;

А - массив, составленный из коэффициентов характеристического полинома. раз­

мер (O:N);
В - массив искомых коэффициентов bi (i=O, ... , n), размер (O:N).

Атрибуты всех пара~етров определяются по умолчанию.

PERES: PROCEDURE(A,B,N);
DCL А ( *) , в (• ) ;
RO:.:O; RN=O;
DO 1=0 ТО N;,

RO-RO+A(I);
RN~RN+(-1)**I*A(I);

E;ND;
·В( О) =RO; B(N) -RN;
DO J=1 ТО· N-1 ;

81:0-
Do" 1 -1' ТО N;



R"=O; N1-N-I;
DO L=O ТО .1;

L1-J-L; W2 C(L,I);
R~R+W*C(L1,N1)*(-1)**I;

END;
S-S+R*A(I);

END;
B(J)-S;

END;
C:PROC~DURE(K,M};

IF К<О THEN RETURN(O,O);
IF М('О THEN RETURN( О, О) ;
IF (М-К) < О THEN RETURN(O,O);
IF м-о THEN RETURN11,O);
Z·1.0; К2-К+1;

DO K1~K2 ТО М;

Z-K1*Z;
END;
F-1.0; М1-М-К;

IF М1>1 THEN
DO 11-1 ТО М1;

FaF*I1;
END;

T-Z/F;
RETURN (Т) ;.

END С;

END PERES;

1.5. Построение областей устойч~вости

Рассмотренные алгоритмы позволяют оценить устойчивость линейных систем

автоматического управления на основе исследования свойств корней характеристи­

ческого уравнения системы, причем предполагалось, что коэффициенты ураВlIения

постоянны. На практике эти коэффициенты часто зависят от ряда параметров q.) ..., Qr,

описывающих различные технические факторы: Cll=ai(ql, ... , qr) (г~O). в этом случае

становится важной задача исследования области ВОЗМО}l{НЫХ значений параметров Q,
чтобы выделить подобласти QYCT и QHeycT' В которых система ~OOTBeTCTBeHHO устой­

чива инеустойчива: QустUQиеуст=Q.
Процедуру численного анализа устойчивости системы в об~iасти возможных

значений параметров Q нетрудно организовать с помощью следующего а'лгоритма:

вся область Q квантуется с некоторым интервалом Aql' .") I1q, по каждому.параметру

ql, ... , qr соответственно. В каждой точке построенной таким образом аппроксимирую­

щей решетки устойчивость системы проверяется с помощью одного И3 предложенных

ранее. методов. Повторяя эту процедуру для всех точек и объединяя в одно множество

точки, в которых система устойчива, получаем оценку области устойчивости системы.

Если каждый параметр qi (i= 1, ... , г) изменяется в пределах [q~in, Qrax] , то

общее число обращений к алгоритму оценки устойчивости

r

N= П .[(qrax -qr1n)/l1ql+ 1]
;=1

(здесь [.] - символ целой части).

На практике при построении областей устойчивости систем автоматического

управления очень эффективным является ,непосредственное определение условий,
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описывающих границы областей устойчивости. 'Например, пусть передаточная фУНК­

ция разомкнутой системы

где Т2 = 0,2 с, ТЗ= 0,1 с. Требуется построить оБJ1а~ть устойчивости системы в пnос­

KOCT~ параметров К, TI. Характеристический полином замкнутой системы:

D (р) = ( 1+ Т IP) ( 1 + Т2Р) -( 1+ ТаР) + к =
= О,О2Т 1рЗ +( 0,02 + O,3T 1) р2 +( 0,3 + T1) Р + к + 1.

Для получения уравнений границы области устойчивости, соответствующих на­

личию в характеристическом многочлене системы бесконечного и. нулевого кор~я,

приравняем нулю коэффициент при старшей степени характеристического многочле­

на и свободный член характеристического многочлена. В результате получим следую­

щие уравнения границ области устойчивости: Т1=О, 1(=-1.
Уравнение для границы о.бласти устойчивости, соответствующей нахождению

системы на колебательной границе УСТОЙЧИRОСТИ, найдем, прираВНЯд нулю предпо­

слеД}lИЙ определитель Гурвица А,,-, = О. в данном случае это условие принимает вид

(0,02 + О,3Т.) (0,з + Т.) = О,02Т.·(1 + К).

Отсюда получаем,ЧТО

системы
tl,4 Т;,С

области

05лосmь !/сmои'll1ВосmlL

(А)

ООлn.сm6
нсgсmоuчuflОСЮll

{},1 42 ~J

1.4. Построение

устойчивости
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в соответствии с этими соотношениями построим границы об.пасти устойчипости

(рис. 1.4). Линия, соответствующая I( = -1, практически сливается с осыо абсцисс.

Областыо у~тойчивости является область

А, так как для любой ТОЧI<И внутри нее.

выполняется условие устойчивости.

Существует естественная, ос·нованная

на попятии геометрического расстояния,

параметризация области устойчивости

систем автоматического управленин. Суть

ее в следующем. В соответствии с крите­

'рием устойчивости Ляпунова совокупность

корней характеристического уравнения

ДОЛ}l{набыть раСПОЛО}I<ена слева от мни­

мой оси. Сделаем перепое оси влево на

расстояние от МНИМОЙ оси до ближайшего

I{ ней корня - v:d=Р+ v, где d- такой же

оператор, I<ЭК и р, но в смещеннuйобласти.

Если в хараl<теристическое уравнение

к
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вместо р подставить d - v, то новое уравнение будет записано в ·виде

(1.9)

Установим зависимости между коэффициентами й; 'и Ь; (i=O, ... , n). Пересчет

коэффициентов ыl через й; и v осуществляется с помощью следующего алгоритма.

Предположим, что йо=Ьо=l (это не ограничивает общности). Составим матрицу

ао О О

- aoC~ - а. C~_. О

М=

(_ 1)n - • ао С= - I (_I)n-I a
l
C:=~ о

(- l)n ао (- l)n а l .... (- l)n аn

ВТ= Ilbo, bl, ... ,bnIlT,VT= Ilvn, v n - I
.... , IIIT.

Вектор коэффициентов В выражается через матрицу М и BeKTOp,V:В= М· V.

В треугольнойматрицеМ= Ilmijll{ll+ I)X{n+ 1) выше главной диагонали располагаются

нул"" в k-й (k =0, ...., n) строке элементы mkl вычисляются по формуле mki=
=аiС~-i(-1)k(О~i~k).

Теперь для характеристическогоуравнения (1.9) можно применить алгоритмы

оценки устойчивости с помощью, например, алгебраических критериев. При этом,

поскольку параметр v характеризует распо~ожение ближайшего к мнимой оси корня,

можно получить параметрическое условие, ограничивающее пространс:гво параметров

устойчивости системы.

ПРОГРАММА PEREB

НаЗНД1lенuе: построение областей устойчивости; п·озволяет осуществить полный

перебор аппроксимирующей решетки -области возмо)кных значенийпараметров Q,
дЛЯ каждой точки qE Q устойчивость системы с заданными значениями параметров

"q=(ql' ..., qr) можно проверить с помощью одной из "рограмм оцеНI{И устойчивости.

Пapa.ltferpbt:
Х - массив размера МХ N. i-й столбец которого последовательно состоит из возмо}]{-

ных значений }{омпонента ql;
N - число параметров. влияющих на устойчивость системы;

М - максимальное число возможных значений компонентов ql (i = 1, ... , n);
IS-,- одномерный массив размера N, состоящий из верхних границ значений I<ОМПО­

пентов qi (i= l. ..., n)(заметим. что М=тах IS (i)).
Атрибуты. всех параметров определяются по умолчанию.'

В процессе. работы программыформируется N-мерный массив S. предстаВЛЯIО­

щий собой очередную выборку из мно>кества Q. H~ основании массива вычисля­

ются текущие значения коэффициентов характеристического многочлена, а затем

осуществляется непосредственно вызов одной из программ оценки устойчивости

RAUS. GURV, MIH. Расположение точки вызова указано в программе с помощью

соответствующих комментариев.
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PEREB :PROCEDURE (Х, N ,'М, ха ):
DECLARE X(*,*),IS(*):
BEGIN:
DECLARE (IZX,S) (N)~

IT-1; IZT-O;
DO 1-2 ТО .N;

IX(I)-1:
END;
IX(1)-O;

МЕТ1: IT-O;
МЕТ2: IT-IT+1;

IF IX(IT)-IS(IT) THEN
DOi

IF IT-N'THEN GOTO МК;

IX{IT)-1; GOTO МЕТ2;

END;
.IX(IT)-IX(IT)+1:
DO 1-1 ТО' N:
S(I)-X(IX(I),I);

IND;
·РОТ SKIP DATA(S):

GO то МЕТ1;

MK:EMD;
END PEREB;

1.6. УСТОЙЧИВОСТЬ систем при неограниченно возрастающих

парам~трах

Во многих практических задачах 110, 11] высокую точность системы ПО всем

координатам можно обеспечить при 'неограниченном возрастании коэффициентов уси­

ления в управляющем контуре. Чтобы обеспечить устойчивость многомерной системы

n-го порядка· при любом коэффициенте усиления по любой из координат (например,

i-Й'). необходимо в соответствующий контур ввести воздействиеПQ производной

(V/'- 2)-ГQ порядка (Vl- степень собственного оператораi-го контура) [37] .
.Пусть .уравнение движения многомерной системы за~ано в виде

[Е+A(s)C(s)]X=A(s)C(s)XO(s)+ H(s)F.
Характеристическое уравнение системы

IE+A(s)C(s)1 =0

.дли в развернутом виде

(1.10)

1 + Ьтm (s)

. =0. (1.11)

Раскрыв определитель (1.11) I . получим В общем случае оператор

где A,/(s) - соответствующие алгебраические дополнения. Учитывая структуру опера­

торов bij(s). можно последнее уравнение преобразовать к виду
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FN
2

(s) + К, FN
1

(8) = О. (1.1'2)

(!' .13)

(1.14)

где К; - коэффициент усиления i-ro контура. который может принимать бесконечно

большие значения; N2, N. - степени многочленов FN
2
И FN.'

Представим урав'нение (1.1 О) в развер'НУТОМ виде:

т( Ао SN2 + А 1 SN2-1 + О., + A
N2

) +

(
. -Н] N.-L + В .) - о+ 80S + 8. 8 + ... N 1 - ,

где т= 1/К;. Если т зафиксировано. то характеристическое ypaBHeHJ:le имеет N2 корней

(N2) N.). При m-+О N. корней будут приближатьсяк корням вырожденногоуравне­

ния

остальные N2 - N. корней стремятся к бесконечности. Это следует из того, что при

конечных значениях N2-N. корней выражение (1.13) будет конечным, а при 8.,..00

(А N2 А N2 - [ А)о 8 + 1 8 + ... +, N2
т N) N 1-. -+ 1.

. ~oS +8.8 + ... +BN1

Условие устойчивости будет соблюдаться только тогда, когда все корни останутся

левее мнимой оси. Направление ДВИ}I{ения корней (слева или справа) зависит от соот­

ношениям:ежду N2 и N. и коэффициентами А; и В,. ~сли слева, то устойчивость всей

систеМJ:11 при m-+Обудет определяться по вырожден'ному уравнению (1.12). Рас-

.смотрим основные случаи.

1. N2-N. =v~ I (в бесконечность уходит всего один корень) . Разделив :много-

чле~ AosN2+ ... +AN на BosN.+ ... +B N , ПОJIУЧИМ:
2 •

~(_ 0;, sNг' + ~sNг2 + ... + О;Nг l ) _

nl В s С+ N) N
1
-l + 1 - О,

о 80S +B.s + ... +BN )

а при m-+О и 8-+СЮ имеем nt(Ao/BQ)s+ 1=0.
Отсюда ясно, что s= - Во/(Аоm)-+. 00, но остается слева от мнимой оси, если

80/Ао> О.

·2. N2·-N. =v=2. После деления многочленов получим уравнение второго ПОРJ.Iд­

ка:

при .8 -+ 00 и т -+ О

(1.15)
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Для устойчивости системы необходимо и достаточно иметь Jlоложительные I{ОЭффи­

циенты уравцеНИЯ t поэтому A t/A o-B 1/80> о, причем Во/Ао> о.

3. N2-N1='V.~3. выIолнивB деление, после пер.ехода к пределу получим уравне­

ние 'У- го порядка:

{ Ао ( А о ) 1 [( А о )т в;s"+ A1-в;В. "Во S,,-I+ А 2 -В;В2 ~

81 ( А о )] 1 }- в; А I - в; 8 I в; S,,-2 + ... + 1 = о. (1.16)

Для устойчивости системы коэффициенты уравнения должны быть положительными.

Если v = 3, то это· условие эаписываетсяв виде

(1.17)

После деления получим

-(1.1.8)

Применив

А о (A 1 В 1 ) А о А о [(А 2 В 2 )
m-sЗ + --- m-s2 +m- -А--в -

Во А о . Во Во Во· о о

81 .(А 1 -В 1 )]. .-в; ~ - в; s + 1 = о.

критерий ВЫШJlеградского [37], убеждаемся, что при т-+О 'неравенство

(1.19)

не соблюдается. ;Это же справедливо для' 'V~ 3.
Действительно, к вырожденному уравнению (1.13)' добавляется уравнение

Ао " lnАо (А 1 8() .,,_~ тА о (l1 N2 BN1·)
т 7г s + ----в- А - 7г s + ... + -в- --;г - --в- s + 1 = о.

о о о о о о о

При соблюдении необходимого услов~я устойчивости (критерия Гурвица) ДОЛЖНЫ

выполняться неравенства

Q 1 аз аБ О

lal а I . ао а2 а4 О
з >0, ... , >0, (1.20)

ао а2 .

О О О йп

в которых ai - коэффициенты характеристического уравнения. Так как ,n входит

множителем, то получим. m[ · ]> co.nst, однако m-+О. а [.]> о, поэтому неравенство

(1.20) неВОЗМО)l{НО. Таким образом, N2-N(='V~2..
Вернемся к исходному характеристическомууравнению (1.13)

.( AOS
N2.+ A 1s

N2
-

1 + ... + ANJ. + К,( BaS
Ni + B1sNI-

1+ ... + BNJ = о.
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Введем 'В i~й контур, коэффициент усиления которого К;-+- 00 t производную (v/- 2)-го
порядка, Т. е. вместо К; подставим Ki(Sv/-2+ 1). Тогда уравнение (1.13) примет

следующий вид:

( А Н2 + А Н2-1 А) ( УЕ-2 .
О .s I S + ... + Н2 + К; s +
+ 1){ BOS

N
1 + 8, SN1-1 + ... + B

N1
) = О.

Степень многочлена Bo·sNI+ ... +BN ВОЗРО.сла на "1;-2, поэтому необходимое и

достаточное условие устойчивости \1~огомерной ·системы N2 "":""N I~ 'У; (VI~~) теперь
выполняется. Применив к нему условие N;-NI-'V1+2~VI, получим N2-NI~

~2(VI- 1), НО vl~2, поэтому N2 -NI ~2..
. Схема алгоритма следующая. Среди общего. контура выделяется ас!атичеСI{ИЙ

контур. Составляется характерИ.стическое уравнение и ~роизвод"Ится раЗЛО)l{ение

определителя (1.11) по строкам' или столбцам, которые зависят от ·парамет·ров

передаточной функции выделенного астатического контура. Таl<ИМ образом, уравне­

ние (1.11) приводится к виду (1.12), после чего рпредел'яется наивысший ПОР.ЯдОК

многочлена. Если N2 - N I ~ 2, то устойчивость многомерной системы достигается

подбором I{оэфф~циентов 'уравнений (1.14)-(-1.1'9). Если N2-NI~3, то, введя в

контур" содержащий беСI<онечно большой коэффициент усиления, ПРОИ3ВОдНУЮ.

("1 - 2) -го порядка, снова достигаем удовлетворения условия N2 - N I~ 2, приnодя

задачу к рассмотренному случаю.

ПРОГРАММА O~R

Назначение: .анализ устойчивости многомерных систем при неограниченно воз­

растающем коэффициенте усиления. Разработана на языке Фортран. Задана опера­

торная матрица системы Ms2 + Ns+ L t где М, N, L - матрицы (числовые).

ПapaJ,teTpbl:
·MI, Nl - размеры операторных ма.триц;

М(Мl, Ni)t N(Ml, NI), L(Ml, N1)-операторные'матрицыразмера MIXNl;
10, JO - индеКС~1 неограниченно. возрастающих коэффициентов;

,IND - индексирует факт устойчивости еистемы: IND= 1- система устойчива,

IND=0- система'неустоЙчива.

Параметры Мl, Nl, М, N, L, 10, JO определяются по умолчанию.

В процессе работы 'осуществляется обращение к программе DET - вычисление

определителя матриц.

Ниже приводится листинг программы OPR с исходными (тестовыми) да'нными,

для которых система устойчива (IND= 1) . при неограничен.ном возрастании коэф­

фициента с индексами 10=2, JO=3.

PROGRtM OPR'
DIMENSION АОIЗ~З)

* А1{З,З)/А2(З,~),АЗ(З,З),вб(З,З),В1(З,З),В1(З,З),G(З
* DО(З,З),D1(З,З)

XNTEGER IO,JO,K,P,S,T
REAL С1,С2,v,М(З,З),N(З;З),L(З,3)

М(1.1)=5

М(2,1)-О

М( 3,,1) =-0
М(1,2)-О

И(2,2)=1
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30

М(З,2)-1

М( 1··, З) =0
М{2,З)-О

М(З,3)-1

N{ 1 ,1)'=1
N( 2.,1)-2
N(З,1)-З

N( 1,2)=4
N(2,2)-S
N(З,2)-б

N(1,З)-=7

N( 2, З·)-8
N(З,З)=9

L(·1 ,1 )-1
L(2,1)=2
L(З,1)-З

L(1,2)-4
L(2,2)-5
L(З,2)=б

L(1,З)-7

L(2,з)-в

L(З,З)1II9

10-2
30-3
PR·INT 100

100· FORMAT(1X, 'INITIAL DATA'//.,1X, 'MATRICES M,N,L'/)
~RINT 101·; ( (М ( 1 , 3) , 3 -1 , 3 ) , (N ( 1 , 3 ) , 3 = 1 , 3 ) , (L ( 1 , J) , J-1

1 01 FORМAT ( 1.Х, 3 (4Х, 3 (Fб .2, 1Х) ) /1 Х, 3 (4Х, 3 (·Fб. 2, 1Х) ) / ,
* 1·Х, з (4Х, 3 (Fб • 2 , 1Х) ) / )

'P~INT 102,10,30
102 FORMAT(i1X, '10- ",11 ,'2Х, '30-' ,11///)

1>0· 1·5 1-1,3
A1(I,1)-M(I,1)
A~(1,1)-M(I,2)

15 A1(I,1)-N(I,3)
DO 16 IJ!II1,3
А2(I,1)-И(I,1)

А2 (1,1 ) sN'( 1,2)
16 А2(I,1)-N(I,З)

DO 17 1-1,3
АЗ ( 1,1 ) -N ( 1, 1. )
АЗ(I,1)-М(I,2)

17 АЗ(I,1)-М{I,зt

DO 18 1-1,3
DO 18 3·1,3

18 АО(I,J)-И{I,J)

IаЗ

CALL DET(I~AO,DETAO)

CALL DET(I.,A1 ,DETA1)
CALL DET(I,A2,DETA2)
CALL DЕТ(I,АЗ,DЕТАЗ)

DO'21 1-1,3
ОО 21 3'=1,3

21 DO(I,J).M(~,J1
DO 22 1-1,3

22 DO(I,JO)=L(I~JO)

К-1

Р-1

ОО 20 1-1,3
DO 20 З·1,3

IF(I.EQ.IO)GOTO 20
IF(J.EQ.JO)GOTO 20



BO(K,P)-DO(I,J}
Р=Р+1

IF(P.NE.3)GOTO 20
К-.2

Р-1

20 CONTINUE
ЬО 23 1-1,3
DO 23 3-1,3

23 G(I,J)=M(I,J)+N(I,J)
DO 24 1-1,3

24 G(I,JO)=2*L(I,JO)
т 111 1
'В=1

DO 25 1-1,3
DO 25 3=1,3
IF(I.EQ.iO)GOTO 25
lF(J.EQ.JO)GOTO 25
B1(T,S)-G(I,J)
8-S+1
IF(S.NЕ.З)GОТО 25

25 C.ON"TINUE
1-2
'CA~L DET(I,BO,DETBO)
CALL DET(I,B1,DETB1)
IF(DETBO.EQ~O)GOTO 52
C1-DETAO/DETBO
C2-DETA1/DETBO-(DETAO*DETB1)/(2*DETSO)
V-L(10,JO)
IF{C1*C2.LT.O)GOTO 52
IF(C1*V.LT.O)GOTO 52
PRINT 54

54 FORMAT(//1X,'NECESSARY ,~ND SUFFICIENT STABILITY'/'
* CONDITION FULFILED, HENCE, THIS SYSTEB 18'/'
* STABILE FOR UNBOUNDED INCREMENT OF COEFF. L(IO,JO)').

GOTO БО"

52 PRINT 56
56 FORMAT(//1~,'STABILITYCRITERIA NOT FU~FILED,'/'

* HENCE THIS SYSTEM IS NOT STABLE FOR'I'
* UNBOUNDED INCREMENT OF COEFF~ L(IO,30)')

60 CONTINUE;
STOP
END
SUBROUTINE DET(NN,AA,DE)
nIMENSION АА{З,З)

D-1.
ПО 1 K-1,NN
RMAX-O. .
DO 2 I-K,NN
T-AA(K,I)
IF(ABS(T).LE.ABS(RMAX»GOTO 2
aMAX-Т

з-!

2 CONTINUE
IF(RMAX.NE.O.)GOTP 3
n-О.

GOTO 4
3 CONTINUE

IF{J.EQ.K}GOTO.5
D--D
DO б I-K,NN
T-AA{I,J)
АА(1,'3) а:АА( 1 ,К)
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б А'А( I",K).T
5 CONTINUE

IF(K.GE.NN)GOTO 7
м-к+1
DO 8 IaM,NN
TI:AA(K,~)/RMAX

DO 9 J-И,NN

9 AA(J,I)-AA(J,I)-T*AA(J,K)
8 CON'J'INUE
7 D-D*ААiК,К1

1 CONTINUE
4 DE-D

RETURN
END

г л а в а 2.

Статистический анализ динамических систем управпеНИJII

2.1. Модели динамических систем управления и случайных

BXOAHblX сигналов

ОСНОВНЫМ инструментом при исследовании СЛОЖНЫХ систем упра~ления явля­

юTcя методы математического моделирования. Обычно при описании функциониро­

вания исследуемой системы в пространстве состояний (фазовом пространстве) ис­

пользуется система дифференциальныхуравнений вида

x(t)= F [x(t), u(t), ~(!),t],

y(t)= С [x(t), u(t), l1(t),t] ,
(2.1 )

(2.2)

где x(t) - вектор состояний системы размерности n,; u(t) - вектор УПр(iвляющего

сигнала размерности n2; y(t) - вектор наблюдаемых выходных сигналов размер­

ности nЗ;6(t), Т}(t) - вектор шумов системы и погрешностей измерений n.. ·Н n5 соот­

ветственно; t - скалярный параметр времени, принимающий значения из некото­

рого (быть может, несобственного) ин~ервала T=[to, 'К].

ДЛЯ Аuнейной CUCTeAfbt уравнения (2.1) существенно упрощаются:

x(t)= F(t)x(t)+G(t)u(t)+ I(t)~(t),

y(t}= C(t)x(t)+ D(t)u(t)+R(t)t1(t)

Здесь F(t), G(t), I(t), C(t), D(t), R(t) - матрицы с коэффициентами, зависящими

(возможно) от времени t. При описании функционирования физических сИСтем основ­

ные трудности возникают при ПОПЫТI<ах корректного учета влияния случайных

составляющих 6(t), 1')(t) в уравнениях (2.2).
Анализ детермuнированнойлинейной CUCTe},fbt (2.2) (т. е. при нулевых матрицах

I(t), R(t» достаточно прост. В частности, x(t) можно представить в явном виде

t

Х (t) = Ф( t,t~ х( t~ + ~ ф (t,1:) G ('t) U ('t) d1:,

'о
где Ф(t,1:) - переходная матрица, удовлетворяющая следующим соотношениям:
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d
d dt Ф(t,'t)=F(t)Ф(t,'t) J

dt ФТ(t,'t)= - FТ('t)Ф(t,'t) (сопря>.К~нное у:равнение),

Ф(tо, to) =Е[Ф(t;t)]-I=ф('t.t), Ф(t,'t). Ф('t,8)=Ф(t,8).

(2.4)

(2.5)

Здесь Е - единиц.ная матрица.

Для СТ(1,цuонарной ЛUНflйНОй CUCreltfbl {системы (2.2>', у которой.матрицы F,G, С
не зависят от рремени [) со скалярным выходом (наблюдением) у

x=Fx+Gu,
у=СТх,

(2.6)

(где С - некоторыи вектор) существует линейное· преобра;зование фазовых коорди­

нат z = Ах, .переводящее систему (2.6) в систему

где

i=~z+Gu.
~=CTZ,

О 1 О О

О О 1 О

F= O=AG;
О О О

- аn -ап - 1 - ап - 2 -.а 1

(2.7)

(2.8)

в соответствии с формулами (2.8) система (2~6) может быть заменена скалярным

·дифференциальным-уравнением

d n ~ _ . dn-l dn'-l

dF"Y + а 1 dtn - 1 У + ... + a'IY = Ь.I dtn - I U + ... + Ьnи,. (2.9)

;"':""1

Ь;= ~ a;_k Gk + О;.
k=O

Представление системы в виде (2;8), (2.9) часто 'более ~добно для анализа на

ЭВМ.

ДЛЯ неетацuонарной лuн-ейной eUCTeAfbl (системы (2.2) с зависящими от вре­

мени t матрицами Р, G, С) TaK>I<e существует представление в виде дифферен­

циального уравнения (2.9) со следующими коэффициентами:

i-I l-k .

Ь; (t) =" ~ ~ C=+~_I ан-• ~. Gk (t) + G;(t).
k=O s=O

Уравнению (2.9) соответствует.передаточная функция системы

(2.10) .
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ос;>

н (s) = .~ ехр (~ st) h (t) 4t,
о

где h(t) - весовая .фуцкция. KPQMe того,

(2.11) .

(2."12)

(2.13)

у (i) = ~ h (1:) и (t - 1:) d't.
О

Передаточ~ая ФУНКЦИЯ (2.11) являетсяр~ционаJ.IЬНОЙ функцией и вычисл~~тся

по следующей. формуле:

b.sn + ..0. + Ьn'_ 1 S + Ь n
Н (S) = ----------

sn + als'l-1 + ... + air~1 s + аn •

Современные методы стохастического моделирования основываются на сто­

хастических ~ифференциальных уравнениях

dx = f(x,t)dt +a(x,t)dw, (2.14)

где [w(t), tЕ Т] - n-мерный винеровский процесс с ковариацией приращений

Edt.
". Скалярный винеровский про~есс можно определить как случаЙны.~ процесс

(w(t), t~ to} со 'следующими свойствами:

1) w(to) =0;
2) w(t) для всех t~ /0 имеет нормальное распределение с нулевым мате­

матическим ожиданием;

3) процесс w(t) имеет независимые стационарные пр"ращения, т. е. для

любых t;> 10 (i=l, ... , k), . таких, что t.<l2< ... <tk, случайные величцны w(t.),
W(t2) - w(tl) ,..., W(tk) -w(tk-I) взаимно независимы, а распределение 'разностей

w(t)-w(s) зависит только oTt~S.
. . Аналогично определяется винеровский процесс в многомерной системе. Из

опредеnениSJ винеровского процесс;а .следует, ч'Гоон имеет линейно р:астуiцую

дисперсию D=ct и ковариаЦQОННУIQ.функцию K(s,t) =cmin.(s,t) , где с - неl{ОТОРЫЙ

параметр. Из В~lражения (2.14) следует, что x="x(t) - решение стохастического

интеграЛЬНОГО'уравнени~

1 1

Х (t) = х( /0) + {./.(х (1"),1") d1:+ :Еа (х (-r), 1") dw (1").. (2.15)
(о 10

При разработке математического аппарата решения уравнений (2.14); (2..15)
основны.е трудности возникают при попытке корректного определения члена

1
~ o(x(1"),'t)dw('t) В (2.15). Для этих целей обычно используется интеграл Ито [13, 14]
10 1

~ а (х (.),.} dw (.) = Вт ~a{ х( t;) , ti } [ w(t;+I) - w(t;)] ,
о

где t, (i= 1, ... , N) - разбиение отрезка [/0, tи], а предел берется в среднеквадрати-

ческом при' 8tl=ti+ 1- t;--+O. В этом случае математическое о}кидание x(t)
t

Mx(t) = Mx(to) + м ~ j(x(s), s) ds,
о
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(1. условное математическоеожидание и ковариация

М[х (t+h) -x(t) r x(t) ]=f(xtt) h+o(lt),

Cov[x(t+h) -x(t) Ix(t)]= о(х, паТ(х, l)h+o(h)

(здесь o(h)- символ бесконечно малой величины высшего порядка по ~равнению

с h:o(h)jh-+O при h-+O).
Пусть функция Y(X t t) непрерывно дифференцируемапо t и дважды непрерывно

дифференцируема по X t где Х удовлетворяет уравнению (2~14). Тогда y(xtt) удовлет­

воряет следующему дифференциаЛЬНОl}1У уравнению:

tI 11 2

..Jy = !:L dt + ~~+..!- ~ ~rт dtи ~ д 2 ~ д д \.Ilk a jk =at X1 · Х, xj
i=1 i./.k=l

= (:~ + ±::1 1/ + ~ '.±' а;:х/ a/k a/k ) d.f +
i=Fl i./.k= I

Il

+ ~. :1 (adw)/, (2.16)
i=l

где al/ - элементы матрицы а(х, t"); (adw)i - i-й элемент вектора (adw). Соотношение
(2~16) позволяет производить операции с функциями от решения стохастического

дифференциальногоуравнения.

Рассмотрим частный случай уравнения (2.14) - линейное векторное стохасти­

ческое дифференциальное уравнение

dx=A(t)xdt+dw. (2.17)
Здесь x=x(t) - n-мерный вектор; A=A{t) - квадратная матрица .размера nХn;

{w(t), tE. Т} - n-мерный винеровский процесс с ковариацией приращений R1dt.
ПреДПОnО>l<ИМ, что начальное значение x(to) - гауссовская случайная величина

с матем.атическим О>l(иданием то и ковариацией Ro. Ур.авнение (.2.17) эквива­

лентно интегральному стохастическому уравне~ию

х (t) ="Ф( t,t~ х( t~ + ~ ф (t,s) dw (s), (2.18)
"0

где квадратная матрица Ф УДОQлетворяетдифференциальномууравнению

. d . .
d{D(t,to) =А(t)Ф(t,tо)

с начальным условием Ф(tо.tо)= Е.

Решением стохастического дифференциального уравнени"я (2.17) является слу­

чайный процесс с математическим ожиданием Mx(t)=mx(t) и ковариационной

функцией K(s,t) , где"

dmx jdt = А (t) тх , тх ( /0) = то,

1< (s,t) ={ Ф (s,t) Р (t) при s ;;:: t,
р (s) Ф (t,s) при s < t.

Матрица Р удовлетворяе.т слеДУЮIJl(~МУ ~Lифференциальному уравнению:

dP/dl=AP+PAT+RI, P(to)=Ro.

(2.19)

(2.20)

Мuожество значений параметра t представляет собой последовательность

целых чисел Т={... , -I,О,l, ...}. ДетерАtllнuрованн.ая система с дискретным вре-

Зfi



(2.22)

~~~e~. РПИ~~lва~тся pa3HOCTH~IM .уравнени~м

х ('t + 1) = 'F (х (t), u (/), iJ,
y(t)== С(х(О, u(t),t),

где x(t) - jn-14~РНЫЙ :'вектор СОСТОЯНИЯ.; y(t) - ["мерный .вектор· ·наблюдениЙ·; 'u(t)­
Bel{TOp управления. Ана.пиз детерминирова.ННЫХдискретных 'сисtем ДОСlfаточно 'прост.
В ,чаеТНО.ети, для лин"ейных систем существует представление, аналогичное (2.9),
(2.1 О), что позволяет вести аиализ с ПОМОЩf:aЮ передаточных функций. ПРИ

необходимости учета аддитивных случайных факторов модель (2.22) ·преобразуется·

в следующую:

x(l+ 1)= F[x(t), u(I), .l]+ U[x(t),t] ,
y(l)= C[x(t), u(t), t]+'V[x(t), t],

(2.23)

где U[x(t),t], V[x(t),t] - некоторые случайные величины.

Если предположить далее, что функция F линейно зависит от x(t), а' -управ.:.

ление осуществляется соответствующцм, выбором элементов F, то получим следующее

линейное стохастическое уравнение вектора состояния системы:

x(t+ 1)=Ф(t+1,t)x·{l)+e(t), (2~24)

где Ф - некоторая матрица размера nХ n.
допустим, что векторы e(t) и e(s) независимы, если t =1=5, и нормальны

с моментами первого и второго порядка

Me(t} = О, Me(t)eT (/)= r(t). (2.25)

Пусть начальное состояние x(to) таК}I{е нормально с математическим ожиданием

то и ковариационной матрицей Ro. Тогда решен»ем нормального линейного· сто­

хастического разностного уравнения (2.24) является гауссовский процесс с ма­

тематическим ожиданием, удовлетворяющимсоотношению

m(t+ 1)=Ф(t+ l,t)m(t)

с начальным условием m(to)= то и ковариационной ФУНI{цией

К(5.t)=Ф(s,t)р(t), s~ t,

где матрица P(t) находится из разностного уравнения

Р (t + 1) = Ф (t + 1, t) Р (t) фТ (t + 1, t) + R.

(2.26)

(2.'27)

(2.28)

с начальным условием P(to)= Ro. Если матрицы Ф и R. постоянны, то из условий

(2.25) - (2.28) следует. что

1-1

P(t)= ФТRо(фт)1+ ~ ФSR.(ФТ)S
5=0

(здесь (ф)t - t-я степень матрицы Ф).
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В заключение остановимся на перекоде 0'1' стохастичеС'I(ИХ дифф~реНЦИ'аЛЬН:ЬJХ'

У:Р~В,нений к разностным. Данная ~ад~ч~ l3есьма в~ж.на при использовании ЭВМ

Ji.iJ.'fi "решения задач моделирования стрхастиче.ских систем. Это обусловлено тем,

что ЭВМ является дискретной системоЙ. п'ри подготовке задачи моделирования
непр.ерывноЙ е-тохастической iсисrемы на ЭВМ необходимо ·осущестВить переход

от .стрхастичес-ких дифференциаЛЬН~IХ уравнений к ·paaHocTHы •.
ПреДПОЛОЖIfМ, что 'Процессы функционирования систеМbI' x(t) и получения

наблюдений y(t) описываются веl<ТОрНЫМИ стохастическими дифференциальным.и·

уравнениями

dx=Axdt+dw l,

dy=Cxdt+dW 2•.

.(2.30)

где х - n-мерный вектор состояния системы; у - г-мерный вектор набollюдения;

А,....- матрица размера nХn; С - матрица размера гХn (А и С зависят в общем

CJIучае от t) W..l(t).и W2(t) - ·n-и г-мерные винеровские процессы с ковариациями при­

ращений R1dt и R2dt. ·ПреДПОЛО}l{ИМ также, что выходные переменные наблюдаютсSJ

в ДИСJ<ретные моменты времени to, ... , tK • Значения переменных состояния и наблю­

дае·мых выходных величин стохастических дИфференциалрных уравнений (2.30) в

дискрет.ные моменты времени ti (i~O) связаны стохастическими разностными

уравнениями

X'(ti+l) =Фх(t;) +Wl (t,),

Z(ti+I)=y(ti+I)-у{t;)=Sx(I')+W2(tl) ,

где матрица Ф=Ф(t;+I,tl) (i~O) определяется соотношениями

матрица S =S(t'+I, t;) (i~O) определя~тся формулой

'1+.1

S(t'+1't,)= ~. С(s)Ф(s,t,)ds.
,

(2.31)

(2.32)

(Wt(tl) , i~O}, (W2(t1) , i~O} представляют собой последовательности независимых

гауссовских случайных величин с нулевы~ математическим ожиданием и соответствую­

щими ковариациями RI(i,), R2(t,) (i~O):

';+1
RI (t,) = ~ Ф(t,+1' s) R, ФТ(t,+1' s) ds.

1

'1;+1

R2(t,) = ~. [S(t,+1' s) R, (s) ST(ti+1' s) + R2(s)] ds.
1

Взаимная ковариационная функция процессов Wl и W2

(2.33)
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11+1

KI2(t;) = MWI (t;) w~)t;) = ~I Ф( t/, s) R. (s) 5'(11+1' s) ds, i ~ о.

'; СтохастичеСI<ие разностные уравнения (2.32) l' ·(2.33.) и стохастичеСI<ие .. ЦИф7.
ференциальные уравнения (2.30) с точки зрения статистических свойств в и~тер­
валах выборки совершенно идентичны, что позволяет использовать разностный

вариант (2.32), (2.33) для аппроксимации процесса функционирования непрерывной

системы (2.30).

2.2. Статистический анализ динам'ических .систем с дискретным

временем

Предположим, что динамическая система с дискретным вре·менем описывается

линейными уравнениями. Большая часть задач оптимизации параметров динами­

ческих систем управления основана на оценке критерия эффективности системы.

В . инженерной практике наиболее часто эффективность функционирования

системы характеризуется некоторым функционалом Р(твых,Овых) от средних значе­

ний функций потерь, которые представляют собой линейную и квадратическую функции

относительно переменных состояния системы - математического ожидания твых

и дисперсии DBblx выходного сигнала системы. Таким образом, задача заключается

в описании стохастических свойств выходного сигнала.

Примем (это не ограничиваетобщности [11, 14]), что рассматриваемая'сис~ема

стационарная и имеет только один вход и один выход. П.редполо~ким также, что

,входной сигнал Увх - случайный процесс второго порядка с заданной функцией

математического ожидания тУВХ и ~овариационной функцией KyBx(s,t). Соотношение

между входным·· УВХ И выходным увыхсигналами:

.1 00

YBblX(t) = .~ h (t - i) Увх (i) = ~ h (i) УВХ (t - i).
;=-00 ;=0

(2.34)

Здесь h(s) - весовая функция системы (h(s)=O при s< О). Справедлива следующая

теорема.

Теорема 2.1. Пусть входной сигнал УВХ асимптотически УСТОЙЧИВОЙ динами­

ческой 'системы с дискретным временем - случайный процесс второго порядка

с математическим ожиданием mOBX(t) и ковариацио~ной функцией KyBx(s.l). Тогда

выходноi:\ сигнал Увых(!) - случайный процесс второго порядка с математичеСI<ИМ

ожиданием и ковариационной функнией:

38

тУ (t) = ~ /1 (i) ту (t - i) ;
ВЫХ ВХ

i=O

Ку (s, t) = ~ ~ /1 (i) h (j) Ку (s-i. t- j).
вых i=Oj=O ВХ

Взаимная ковариационная функция входного и выходного сигнала:

(2.35)

(2.36)



(2.37)I(YBxlIBNX (s,f) = ~ h (i) I<yBX (S,t -.;i).
i= о

Результаты данной теоремы можно В значительной степени улучшить, если

предположить, что входной· процесс Увх стационарный·в. широком смысле, ·Т. е. что

(2.38)

в случае стационарного в широком смысле ВХОДНОГО сигнала ДffнаМИl{еекой

системы статистический анализ выходного сигнала существенно упрощается. Выводы

могут быть сформулированы в виде следующей теоремы.

Теорема 2.2. Пусть -входной' СИГlJал дис~ретной динамичеСКОQСI'Jстемы, ста ..
циона рный в широком смысле случайный процесс.

Если система асимптотически устойчива, то выходной сигнал YBNX(t), определя­

емый соотношением (2.34), есть стационарный случайный процесс с матемаТJiческим

ожиданием

тУВЫХ = н (1) тУВХ

и спек~ральной плотностью

. .
I;3заимная спектральная плотность входного и выходного сигналов:

Sy у (00) = н [ехр (- jю)] Sy (00).
ВХ ВЫХ . ItX

(2.39)

(2.40)

(2.41)

Уравнения (2.39) - (2.41) можно использоваlЪ для определения передаточнр.Й

функции динамической системы. Более того, для любой рациональной функции

спектральноfi плотности Sувых(Ю) существует асимптотичеСI<И устойчивая линейная

динамическая система, такая, что при воздействии на ее вход ·белого шума выход­

ной сигнал представляет собой стационарный процесс со спектральной плотностью

SYBNX(ro). Из этого вытекает, что· если ограНИЧIiТЬСЯ рассмотрением стационарных

процессов с рациональными спектральными плотностями, то все они могут быт.ь

получены с помощью ПРОПУСI<3НИЯ белого .шум~ через устойчивую .цин~Йную дина­

мическую систему с подходящим образом подобранной переД;;iТОЧНОЙ .функци~~.

Пусть динамическая линейная система имеет пер_едаточ~ую функцию

где

H(z)= B(z)/A(z),

A(z)= aoz/1 +alZ
n

-
1+ +аn,

B(z)=bozn+bIZn
-

1+ +Ьn,

z=exp(jro}, n~ 1, ао> О.

(2.42)

(2.43)

Пусть на вход системы действует белый шум с дисперсией Овх • Дисперсия выходного

сигнала системы
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Ов..х == О,вх;С Н [ехр (j~)] Н [ехр (- joo)] ехр (- joo) d[ехр (joo)] =
J ). .. ,

-'П

= О,ВХ ( Н (z) Н (z..., 1) !!:=.-.
J 1 . z

Izl=1

(2.44)

(2.45)

Очеаидно,. ЧТО.. ДJ,Iя ,в.ычисления интеграла (2.~44) достаточно 'y~eTЬ ~ыч"слять .рыра­

}I<ение

1 = _1_ r в (2) В (2- 1) dz.
j2n ) А (z) А (г- 1) z
- izl=1 .

Основной целью последующих рассмотрений будет построени'е эффективнь,х

Формул для оценки интеграла .(2.45).
Введем следующие обозначения. Пусть

А· (z) = zЛ А (Z-I),

А k (г) = a~ Zk + a~ Zk - 1 + .. 0 + а:,

где Ak(z), Bk(Z) определяется с помощью следующих реI<уррентныхсоотношений:

A k _ 1 (г) = г- '( Ak (г) - ak A k (г») ,

Bk~1 (г) ~ z-I(Вk(~)- ~·kA:(z»), k = 1, ..., n,

ak = а:/a~; ~ k ==Ь:!a~;

A,,(z)==A(z); Bn(z)= В(г).

(2.46)

(2.47)

ИЗ (2.46) видно, что I<оэффициенты многочленов Ak(Z) и Bk(Z) задаются следующими

соотношениями:

(2.48)

(2.49)

где а1
1
=а;; Ь?=Ь; (i=O,I, ... , k-l) - начальные условия, а все at (k=O,I, ...,n)

отличны от нуля.

Интеграл (2.45) можно вычислить рекурсивно, используя последовательность

интегралов [14]:

1 r B'k (2) B'k (г- 1) dz
/ k = j2n ) A

k
(г) A

k
(Z-I) г' k = О,. .. , n.

Izl=1

Легко видеть, что 1'1=/' Кроме того, справедлива следующая теорема.

Теорема 2.3. Пусть все корни по~инома А(г) лежат внутри единичного круга

Izl:;::::: 1. Тогда последовательность интегралов /k(k=O,. .. ,n) удовлетворяет следующему

соотношению:
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(2.50)

(2.51)

в частности, из теоремы. 2.2 следует формула для вычисления .интегралов

1 k ( ь1у2
Ik=-k ~ --j-' k= 1, .... ,n.

ао i = О ао

:Со()тношения. (2.48) позволяют построить эффеКТIН}НЫЙ алгоритм' 'ВЫЧИdления

интеграла (2.45) (табл. 2.1).

Таблица 2.1

Таблнц~ А Таблица Б

* ао al ...an-I аn ЬО Ь • ..•Ьn- I Ьn

аn all_I •.•al ао аn a,I-I·..аl ао

* aH- 1 a7-J ...a~=1 ьЗ- 1 b1-1 ...b~=t

.. ., .

* аА аl ЬЬ ы�

аl аЬ аl аЛ

* аВ ь8

.в 'каждую четную строку таблицы А записываlPТ коэффициенты предыдущей

строки в обратном порядке. Четные строки таб,JJИЦ А и В совпадают, элементы

нечетных строк обеих таблиц получают с помощью соотношений (2.48). Симво­

лом * выделены строки, содержащие на первом месте коэффициенты a~ (k =О, ... ,n) .
Получив иэ табли.ц эначепия I<оэффициентов (J,k, Pk (k = О, .•• ,n), нетрудн? вычислить

по формуле (2.51) значение интеграла (2.45).

ПРОГРАММА INTED

Назначение: вычисление математического QжидаJlИЯ и ДQсцерсии выходного сиг­

"ала дискретной линейн~й системы с' рациональной передаточной функцией (2.43)
H(z)=B(z)jA(z), где А(г), В(г) - пqлиномы.

Входные napa.Aterpbt:
А-вектор коэффициентов полинома A{z)=A{1)zN+A(2}zN-I+ +А(N+l);

В - вектор коэффициентов полинома В (г) =В (1) ZN+В (2)ZN-J + +B(N+1).
N - порядок полиномов А и В (размерности А и В должны быть на единицу больше

N);
RM - математическое ожидание входного си~нала системы;

SV - дисперсия входного сигнала системы.

Выходные napa.AteTpbt:
IERR - индикатор итога анализа: если IERR·::;= 1, то все нули полинома А лежат

внутри единичного круга, т. е. система устойчива, если же IERR = О, то либо
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у полинома А существует корень. н(iходЯЩИИся вне един"Ичноrt:> ,~pyгa·. либо коэф­

фициент А( 1) неположителен. Т. е. система .н~устqЙчива;

УМ - математическое ожидание выходного сигнала "·системы;

'v - дисперсия выходного сигнала системы.

Параметры А и В описыаютсяя с атрибутами BINARY .FLOAT. Атрибуты пара-

метров N, RM, SV. IERR. УМ, V определяются По умолчанию.

Обращенuе: CALL INTED (А, В, N, IERR, SV,·RM, V, УМ);
Основные этапы работы:

1) вычисление коэффициен1'ОВ таблиц А и В;

2) "роверка устойчивости системы;

3} вычисл~ние математическог() ожидания .выходного сигнала c8.cTeMы.

ПРuм.еР: Анализ дискретной линейноЙ" системы . с передато'чной функцией
(2.43), где

A(z)=z3+ 0.,7г2 +О,5г-0,3;
8(z)=z3+0,3z2 +O,2z+0,1.

'Исходные данные: N=3, RM=O, SV=l.
Результат: IERR=1 (Т. е. система ·устоЙчива), ум=о, v= 18,5228, получен за

0,4 с на ЭВМ ЕС-I050.

INTED: PROCEDURE(A, B,N, IERR, SV ,RM., У, VM):
DEC.LARE
( А· ( *) , в (*) )
BINARY FLOAT:
BEGIN:
DCL AS(N+1)BINARY FLOAT:
~O-A(1): I~RR~1: У-О;
:DO К-1 то N:
L-N+1-K; X,1-L+1;
ALFA~A(L1)/A(1):

BETA-=B(L1)/A(1):
·Y-V+BETA*B(·L1 ) :
DO 1-1 ТО L:
И-L+2-I; AS(I)aA(I)-АLFА*А(М);

B(I)-B(I)-BETA*~{~J:
END; .
IF AS(1) (- О THEN GO ТО МЕТ5;

DO 1-1 ТО L;
A(I)-AS(I):
END:'
ENDi .
Y-V+B(1)**2/A{1);
V-V/AO;
81-0: А1"·О:

Ьо 1-1 ТО N+1;
В1 сВ1 +В(:1") i
А1 аА1·+А ( 1) ;
END:
УМ-В1*RM/А 1. :
'V=V*SV;
У-V·2*З.141592654:

RETURN;
МЕТ5: IERR-O:

RETURN;
ENDi
END INTED;
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ТЕВТ.: ,PRO.CEPU~E OrTIONS(MAIN):
. riCL ~(4),B(4): .
А ( 1 ) -1 :' А ( 2) -о : 7 : '
А(3)аО,5; А(4)--О.3;

В(1)-1: В(2)-0.3:

8(3)-0.2; В(4)-0.1;

N-З'; НМ-О ;·SV-·1: .
CALL INT~D(~,B,N,IERRISV~RM,V,VM):
°ENDTEST:

~.з. Статистический анализ динамических систем с HenpepbIBHblM

временем

Анализ динамич~ских систем с непрерывным временем tЕ Т (Т - некоторый

интервал) и при случайных входных воздействиях аналогичен анализу систем

с дискретным временем (§ 2.2).
Рассмотрим стационарную динамическую систему с ВХQДНЫМ YBX(t) ·ивыходным

,YBblX(t) сигналами и весовой функцией h(tXtE Т). Соотношение между входным и

выходным сигналами

h (1 - s) YBX(s) ds = ~ h (s)yBX (t - s)~ds.
о

(2.52)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2.4. Предположим, что линей'ная динаМJ:lчеtкая сйстема с непрерыв­

ным временем и весовой функцией h(t) асимптотич.ески УСТОЙЧJiва, а входной

сигнал YBx(l) - случайный процесс второго порядка с математическим ожида­

нием mYBX(t) и непрерывной ковариационной функцией RYBx(s,l). 'Тогда' интеграл (2.52)
существует в смысле Римана, а выходной сигнал YBblX(t) есть случайный процесс

с математическим ожиданием

ту (t) = ~ h (s) тУ (t-s) ds,
вых О ..х

ковариационной функцией

00 00

Ку (s,t) = ~ ~ h (s,) h (s,,) Ку (s -- s', t - s.") ds' ds".
ВЫХ О О . ох

Взаимная ковариационная функция входного и выходного сигналов:

00

Ку У (s,t) = ~ h (s') Ку (s,t - s') ds'.
ах ВЫХ О ах

(2.53)

(2.54)

Если ограничиться рассмотрением стационарных в широком смысле входных

процессов, то
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и выводы теоремы 2.4 МОЖ·J;I.() с.ущеСТВ~НIfО у,с"лит~..А ..именно. ~прав.едли~·'J сле­

дующая теорема.

Теорема 2.5. Пусть асимптотическ~ устойчивая линейная динамическая система

имеет передаточную ФУIlКЦИЮ

G (s) ~ ~ ехр (- st)h (1) dt
о

и пусть входной сигнал YBX(t) - стационарный в широком смысле случайный

процесс с математическим ожиданием тУВХ И спектра~ьной цлотностыо Sувх(Ю).

Если выполняется условие

Ку (О)=Оу = ~3y (ro) dro < 00,
ах . ах О ах .

то выходной сигнал YB';'X(t) также стационарный в широком смысле процесс с мате­

матическим ожиданием

тувых ~ G (О) тувх,

спектральной плотностью

и взаимной спектральной плотностью входного и выходного сигналов

(2.56)

(2.57)

(2.58)

Если спеJ<тральная плотность 8(00) - рациональнаяфукнция. то существует

такая асимптотически устойчивая стационарная динамическая система с весовой

'функцией h(s). что случайный процесс

I

Yablx(t) =, ~. h (t - s) d~ (s) (2,59)

стационарный со спектральной плотностью 3(00). Здесь ~(t) (teT)- процесс с OPTO~

гональными приращениями.

Оценим дисперсию выходного сигнала Овых для систем с непрерывным вре­

менем te Т. Вычисление дисперсии (аналогично § 2.2) сводится к оценке интеграла

joo
1 r в (s) В (- s)

1 = j2n j А (s) А (_ s) ds,
-joo

где А и В - полиномы:

А (s) = aosn+ a.sn- 1 + ... + an_.s + аn;
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· РаЗЛО}J{ИМ: ·по.ли:нdМ A(s) на четные и нечетные чл~ны:

A(s)= A(s}+ A-(s), (2.61)

где A(s)=O,5 [A(s)+< _1)n( -s)]; A(S)==O,5[A(s)-( -I)'tА( -s)].
Пус~ь далее Ak(s) и Bk(S) (k~:n) определяются следующими соотношениtЯМИ:

А k(S) =a~ Sk + a~ Sk - I + ... + а:.

где

Введем также

Bk(s) = Ь~Sk-1 + Ь~Sk-1 + ... + ь:.

Ak- 1 (s) = А, (s) - ak'Ak (s);

(2.63)

(2.64)

.Можно заметить. что /n=/.
Как и для систем с дискретным временем, верна следующая теорема.

Теорема 2.6. Предположим. что все корни полинома A(s) лежат в левой полуплос­

кости{s: Res~O}. Тогда для.последовательности интегралов /k (k=O, ... ,n) справедливо

слеДУIощее .рекуррентное соотношение:

(2.65)

Можно получить выражение для 1 и в конечном виде

Рекуррентное соотношение .(2.65) позволяет построить алгоритм для расчета ин­

теграла (2.60) (табл. 2.2).
Каждая четная строка в таблице А получается сдвигом элементов пред­

шествующей строки влево и соответствующей подстановкой нулей. Четные строки

таблицы Б идентичны аналогичным строкам таблицы А. Элементы нечетных строк

получаются из двух предыдущих по следующим формулам:

{
а:+р если i четное,

a~-I= .
, k k • •

a1+ I - (J,k ai +2' если t нечетное,
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Таб~ица 2.2

Таблица А Таб.llица Б

аН а1 a~ b~' b~ bg

* a~' О ag а1 ·0 ·ag

aB- 1 а1- 1 a~-I Ь1- 1 b~-I bg- I

aB- 1
о аз- I af- I '0 'ag- I

* af

аА

аl

о

al

О

аЗ .

af о

ыl

{
ь:+ l' если i четное.

b~-I=
1 k k .bi + 1- ~kai+ l' если t нечетное,

Первые элементы выделенных символом * ~TPOK таблицы А представляют собой

коэффициенты a'(k=O, ...• n). Получив из табл. 2.2 ·значения коэффициентов (J,k,

~k(k=O, ... , n), MO}l{HO с помощью (2.65) вычислить интеграл (2.60).'

ПРОГРАММА INTEC

Назначение: 8ычисл~liие' математического О}l{идания и дисперсии ВЫХОДНОГО

сигнала непрерывной линейной системы с передаточной функцией H(s)=8(s)/A(s), где

A{s) и 8(s) ~ полиномы, причем .степень 8(s) ПО крайней мере на единицу меньше,'

Ч~М У А(8).

ПараАtетры: те >ке, что и параметры программы INTED, только IERR=.I,
ес;ливсе нули полино.ма А ле}катв левой полуплоскости. и IERR =0 в противном

случае; если коэффициентA(l) неположителен, всегда дол>кно выполняться равен­

ство В (1) =0.
Обращение: CALL INTEC (А, В, N, IERR, SV, RM, У, УМ).

ПРllАfер. Анализ в.ыходного сигнала непрерывной линейной системы с передаточ­

ной функцией (2.43), где

А(8)=sб+385 +584+ 1283+682+98+ 1,
8(8)=385

+8
4+ 1283 +382 +9s+ 1.

Исходные данные: N=6, RM=O, SV= 1.
Результат: IERR= 1, м=о, У=30.368, получен на ЭВМ ЕС= 1050 за 0,39 с.
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INTEC:

ME~2:

МЕТ7':

МЕТ10:

TEST:

PROCEDURE(A,B,N,IERR,SV,RM,V~VM);

DECLARE
(А(8) ,Q(*»
BINARY FLOAT;
IERRz;a1; У-О;

IF А(1)' (а О THEN GO ТО МЕТ7:

DO K8i1 ТО N;
IF А"(К+1) (:11 О THEN GO ТО МЕТ7;"

ALFAaA(K)/A(K+1);
BET~2B(K)/A(K+1):
V=V+BETA**2/ALFA; К1"·К+2;

IF K1~N ) О THEN GO'TO' МЕТ2;
DO I-K1 ТО N ВУ 2;
A(I)aA(I}-АLFА*А(I+1); B(I)-B(I)-BETA*A(I+1);
END;
END;
VM-B(N+1)*RM/A(N+1);
V-V*SV*3.1415926;· GO ТО МЕТ10;

IERR-O;
RETURN;
END INTEC;

PROCEDURE OPTIONS(MAIN)
. DCL А ( 7 ) ,В ( 7 ) ;
А ( 1 ) -1"; А ( 2 ) - 3 ; А (.3 ) 111 5 :
А(4)-12; А(5)-б; А(б)-9!

А(7)-1;

8(1)-0; В(2)-Э~ В(3)-1;
В(4)а12; 8(5)-3; 8(6)-9;
8(7)-1;

'N=б; SV-1; RM-O;
· CALL INTEC(A, B,N, IERR,SV ,RM, V, VM)';
END ТЕВТ;

г па в а З.

Синтез динамических ~.истем уп.ра.пения

3.1. Постановка задачи

Корректная постановка математической задачи синтеза оптимального управлеНИ}I

динамическими системами предполагает, что у разработчика системы имеются;

переменные, описывающие параметры .состояния системы и параметры управ­

ления;

математическая модель процесса функционирования динамической систем'ы­

объекта управления; .
критерий качества управления (одномерная или многомерная функция), с по­

мощью которого выражается цель управления;

математические соотношения, описывающие ограничения, налагаемые на пере­

менные состояния или управления.

В настоящей главе рассмотрены задачи детерминированного оптимального

управления и все характеристики' задач яв~яются неслучайными функциями.

Состояние объекта управления в общем случае можно описать некоторой

векторной переменной х, которая является точкой n-мерного (n~О) евклидового
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пространства Ril=(XT
=(ХI •...• Хn)). Пусть управляющие воздействия описываются

т-мерным вектором UT=(UI, ...• uт)ERm(m~O).

В зависимости· от конкретной постановки задачи могут возникать случаи. ког­

да процесс функционирования системы должен рассматриваться либо непрерывно

на каком-либо (возможно, неограниченном) отреЗ'ке времени. либо в 'отдельных дис­

кретных точках этого отрезка. В первом случае aeTepAfUHupOBaHHbte непрерывные

динамические CUCTeAtb~ управления наиболее часто описываются нелинейными диф­

ференциальными уравнениями

x(t)=f[x(t). u(t),t]. to~ t~ tK• (3.1 )

где to. tK и x(to) заданы, а f - некоторая детерминированная n-мерная функция.

Процесс функционирования ДИСI<ретных систем может быть 9писан с помощью

нелинейных разностных уравнений.

где k = О, ...• N -1; х (О) и N заданы. afk
- нелинейная n-мернаяфункция.

Здесь рассматриваются только задачи синтеза 'оптимального упраВ.лени~ по

одномерному (скалярному) критерию качества (синтез по векторным критериям).

Общий вид критерия качества может быть задан вь~ражением:

для непрерывных систем

- t
K

'

J = L k [ Х ( tJ. tи] + ~ L [х (t). u (t), t] dt.
10

где L k И L - некоторые скалярные функции;

для дискретных (многошаговых)

(;J.2)

·N-l

J = LN[X(N)] + ~ Lk [х (k). u (k)]. (3.3)
k=O

где Lk(k=O• ...• N -1) - некоторые скалярные функции.

Обычно задача синтеза оптимальног'о управления состоит в нахождении управ­

ляющих функций, обеспечивающих максимум или минимум критериев (3.2). (3.3).
Физические. ограничения, налагаемые на переменные состояния и управления,

наиболее часто выра>I{аются с помощью систем алгебраических равенств и нера­

венств

О, [X(l), u(t).l] ~~, 02[X(t), u(t)./] =0

(G 1 ,·G2 -заданные векторные функции, а знаки неравенств и равенств понимаются

покомпонентно).Иногда ограничения выражаются в интегральной форме: для He~pe­

рывных систем

'к
~ 0з [х (l).u (/), t] dt ~ О,

10
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t
K

~ о4
О

[ Х (t), u (t),;f] .dt =0;
to

для; itdногошаговых динамиче(!ких систем

N

~ Gз[х(k). u (k), k] ~ о,
k=O

N

~ О4 [х (k), u (k), k] = О.
k=O

При рещении задач управления на ЭВМ необходимо выполнять ДИСI<ретизацию·

моделей и сво.цить их К дискретным аналогам. Рассмо.трим: один из .наибqл.е~

ПрОСТЫХ вариантов дискретной аппроксимации непреры�ныыx:.. систем управления.

Для этого весь временной отрезок функционирования системы '[to• t K ] разобьем точ­

ками to. 11, ... , tN на NpaBHbIX интерваловA:/i+ l -ti=8i (i~O, ..., N- 1). 'ФУНКL!-ИЯ уп­
равленияu(!) на каждом из отрезков становится постоянной:

Система дифференциальных уравнений (3.1) заменяется системой разностных'

уравнений

Пренебрегая погрешностью О(А) и используя выражение дo!lЯ t;, ~TY систему цред­

ставим в виде

x[A(i+ 1)] =x[Ai] + Af[x(fii). u(Ai), Ai].

При этом критерий качества управления принимает вJiд

N -1

J = Lk ,[х (AN), AN] + t1 ~ о L.[x (l\i) , u (Ai), l\i].
·i=.O

Аналогично трансформируются к дискретному виду и функции, описывающие

ограничения, накладываемые на переменные состояния и управления.

Описанная схема позволяет свести задачу синтеза оптимальной управляющей

функции u (t) (to~t~ Iк) к задаче нахождения оптимальной последовательности

u(O), ...• u[(N- I)А1.

Оптимальноеуправление - это такое допустимое (т. е. удовлетворяющее задан­

ной системе ограничений) управление, которое обеспечивает выбраННОМУI<ритерию

максимальное или минимальное значение.

В качестве критерия выбирается какой-либо функционал, отражающий тре­

буемые свойства системы: максимальные эффективность, экономичность, массу и т. д.
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J1УС!ЛЬ,Нe;tлример,функционирование системы· ·описываетсЯ дифференциальныМ"и

уравнениями х =f(x. u, t) с критерием

lк

J = Lk[ х( tj, tl<]· + ~ L (x,u,t) dt.

'о

Рассмотрим различные типы оптимизационных задач, связанные с различными

видами I<ритериев качества.

В задаче оптимизации I<онечного состояния системы используется критерий

J= Lk[x(/K),tK] • Например, требуетс'я, чтобы количество продукции, производимой

объекто~,. было !'JIаl<симальным к концу периода [/0, tK ]. Если Lk=O, L=[([> О),
то J = L(tK - to) и минимизация критерия дает извеСТНУIО задачу о максимальном

БыIтродействиии системы. Минимум функционала

Iк т

J = ~ L ~;Iu/ldt, f}J> О,
10/= I

свидетельствует о наименьшем суммарном расходе энергии в устройствах управ­

ления (например, на приводе) , причем коэффициенты ~i играют роль коэффициентов

значимости (или веса) того или иного управления.

~инимум функционала

oTpa>I<aeT ситуацию, когда мы одновременно стремимся к минимуму времени и расхода

энергии.

В качестве примера типичного вида ограничений, налагаемых на управляю­

щие функции, приведем следующий: IUj(t)I~a/ (j= 1, ..., т), что означает необходи­

мость принадлежности управляющих переменных т-мерному кубу. -Ограничения,

заданные на значения перемеаных состояния в конечный момент времени,

наЗi?IваlQТ терминальными граничными условиями. Они жестко определяют значения

вектора· состояния в конечный момент времени.

Рассмотрим условия управляемости системы, при которых динамич~скую систему

с помощью выбр~нного управления за конечный промежуток времени можно пере­

рести из любого зада'Иного начального состояния в любое требуемое. С ~етоди­

ческой точки зрения рассмотрение этого вопроса должно предшествовать решению

задачи синтеза ОIJтимального управления.

Пусть дискретная динамическая система описывается уравнениями

x(k+l)=Fx(k)+GU(k), k=O, ..., N-~I
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!rA~ ·х{О) З8,дано. Требуемые 'условия у.п·равляемости· ле;гко ·наЙти непос:редственно

из уравнений системы. Действительно,

х (1) = Fx (О) + Gu (О),

х(2) = F2x(O) +FGu (О) +Gu (1),
..................
x(N)=FNx(O) +FN-IGu (О) + ... +Gu(N -1).

~тсюда следует, что

x(N)-FNх(О)=[FN-IG!FN-2G!... iG] [u(O), ..., u(N-I)]·.

Последнее матричное уравнение: нмеет единственное решение [u (О) ,... , u(N -1)] т

тогда,.н только тогда, когда матрица [FN-IGi ... iG] имеет ранг N при N=n. Это

и есть'условие управляемости для дискретной динамической системы.

Аналогичны условия управляемости и для непрерывных динамических систем.

Рассмотрим, например, линейную систему

х= F(t)x + G(t)u,

где F(t) и G(t) - известные матричные функции времеRИ. Если через Ф(t,'t) обозна­

чить соответствующую фундаментальную матрицу, то решение системы можно за­

писать в виде .

t

Х (t) = Ф( t,t~ х( t~ + ~ ф (t,'t) G ('t) U (7:) d't
10

или

1

~ .Н (t,'t) U ('t)d-r: ~ х (t) - Ф( t,t~ х( t~.
10

Так как ·вектор справа известный, то УСЛQвиеуправляемости можно. ~ывестииз

разрешимости этого уравнения: для управляемости систе~ы .необходимо и достаТ9Ч­

но, чтобы строки матрицы "(/.'t) были линейно независимы.

3.2. Принцип максимума в теории оптимальных систем

Один из самых эффективных методов синтеза нелинейных систем управления,

известный как принцип максимума, предло}кен акад. л. с. Понтряг·иным. При'нцип

максимума определяет необходимые условия оптимальности управления в 'нелиней­

ных системах и является, по выражению акад. Н. H.KpacoBcl<OrO, вычислитель­

ным методом, «широким по содержанию, строго обоснованным и удобн'ым по форме

для ПрИЛО>l<ениЙ». Оста.новимся на основных принципах метода.

Пусть динамика управляемого объекта описывается системой дифференциаль­

ных уравнений

(3.4 )
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:'причем 'НачалЬные и конечные.' Э'начения системы, 'заданы:

(3.5)

(3.6)

(х и U - n- и n~-MepHыe векторы). Пусть также задан функционал

t
K

1 (u) = ~ L (x,u,t) dt.
. to

Предположим, что u(t) - это кусочно-непрерывная вектор-функция, З_~'ачения

которой принадлежат замкнутому ограничениомумножеству . Введем дополицт,ель­

ную координатухо с Помощью соотношения dxo/dt=L(x, u, t) .. Теперь .система;состав­

лена из n+ 1 уравl-tения и имеет столько Ж~ переменных, причем fo(X, u, t)=
=L(x, u, t). ~еобходимо найти такое решение, чтобы дополнительная координата

XO(tK)=J имела наименьшее значение, а остальные 'координаты удовлетворяли

условиям (3.4),. (3..5).
Рассмотрим новый вектор 'If, компоненты которого 11'0,"1'1, ..., 'Ф" удовлетворяют

сопряженной системе уравнений

d'Ф. 11 aJj (x,u,t) .di-= ~ дх, 'Фj • i = О, •..• N.

i=O

Введем нелинейную функцию Н =Н(х, Ч', u) - функцию Гамильтона (или гамиль­

тониан) системы - следующим образом:

1I

Н = ~ 'Ф; f,(x,u,t).
i=O

Вl,\едение такой функции позволяет.получить гамильтонову систему уравнений

(3.7)

(3.8)dx; 'дН d'Ф, дН. О 1
~= дФI' ~= - дх;' t= , ,. .. ,n.

Теорема 3.1. ,(теоремаПон~рягина). Чтобы допустимое управление 'u*(t) было

оптимальным, необходимо существование такой ненулевой непрерывной вектор­

функции 'Ф(t), соответствующей фУНI<:ЦИЯМ u(t) и x(t), чтобы:

1) 'Ори любомt(tо~t~tк) функция Н(х.'Ф., u) достигала в точке u*(t) мак­

симума;

2) в конечной точке tквыполнялись соотношения 'Фо(tк)·~ О, М ['Ф(tк ) , x(tK)] =
=sup Н(х, 'Ф, u)=O.

iED
СформулированнаяTeope~a позволяет построить эффективнуюсхему алгоритма,

реализующую принцип максимума.

1. Модель динамики системы приводится к форме Коши, т. е. системе диф­

ференциальных уравнений

dXt/dl=ft{x, u, t), i= 1, ... , n,
Xi(tO) =Xt, uED.
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2. Строится 'функция Гамильтона (3.7) и 'запцс.ыlа1отс~:,канонн~ес~>>~~y'p~.B~~~J1~

вида (3.8).
3. Анализируется функция Н и устан а ВJI-И вается, при каком u(t) дnстигается

тах Н. При этом полученная функция u (t) обычно зависит от неизвестной функ­

ции ,р (t).
4. На основ.ании канонических уравнений строится и решается сопряженная

система (3.6).
5. Вычислив ФУНКЦИИ 11'; (t), а затем и оптимальное управление u

ОПТ (t), решим

исходную систему для функции x(t).
Рассмотрим примеры·решения задач синтеза оптимального управления с по­

мощью принципа максимума .Понтрягина.

ГI 'р и м·е р 1. Пусть дано уравнениесистёмы

d~xjdt2=U, где .Iul <иmах•

Требуется си.нтезироватьоптимальную по быстродействию систему, т. е. найти уп­

равление, минимизирующее критерий J = tK - to == tK, to = О.

'ОБО3!Iачив х=х. и dxjdt=X2, получим систему

dXljdt=X2, dX2jdt=u.

Фу.нкция Гамильтона Н ='Ф.Х2+ 'Ф2U. Сопряженная система состоит из следующих

уравнений:

Находим 'Ф. =С., 'Ф2=С2-Сlt (CI. С2-константы). ФуНJ<ЦИЯ Гамильтона лринимает

вид

н =CIX2+(C2-С.t)U.

Максимум функции Н будет достигаться при положительном слагаемом (С2-

СJ.~)Ц, Т. е. при U=UmахSgП(С2-с l t). Функция C2-Clt дает уравнение прямой

nинии, пересекающейось t. один раз. Следовательно. оп~имальная по 'быстродействию

система оказывается релейной, а само управление имеет два предельных значения

иmах И -Umax'

При М ер 2. Пусть объект управления описывается уравнением

T(dxjdt)+x= ku,

где I~, ~ u max И задано ·начальное значение x(to);=Xo.
'Требуется определить управляющее 'воздействие таким образом, чтоБJ>1 получить

tK tK

минимум функционала J(u)=~x2dt. Обозначив х=х. и x2=~xfdt. каноническую

~ ~

форму уравнений запишем в ·виде

dx) 1 k dX2
dt= - yX l + уи, dt= x~.

Составим функцию Гамильтона
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Отсюда видно, что U обеспечит макСим.Ум функции Н, если совпадаlОТ знаки 'Ф •. ~ ,и,

т. е. если U = иmах sgn 1ft. Канонические 'уравнен~я Гамильто.на им~ют вид . I ".

'Начальные условия: XI(lo)=xO, X2(tO)=O.
Граничные условия: 11'1 (tK)= -Ь., ~2 (tK) = -Ь2 (b l , b2)=const.
Учитывая, что d'Ф2/dl=О, получаем:

d'Ф. 'Ф.
'1>2 = const, CiГ= т+ 2х. Ь2"

Теперь необходимо решить уравнения

dx.
т ([г+ х. = ku max sgn '1'.;

при х. (to)=xo
и 'Ф1{tк)= -:-Ь .• " Если Ь.> О, то sgn 'Ф.(lк)< о, и в конечной точке после

решения уравнения T(dx./dt)+xl = -kumax получаем

( -1 1'1\
Х. = - kumax 1 - е к J;

з'адавая ХI ==ХО, после решения уравнения Т(d'Фl/dt)-'Ф1= 2ТЬ2ХО находим:

'Ф. = 2ТЬ2 х
О ( 1 - е'/

Т ) t

f1 :.-l/Tx(t) = -k-umax \1-·e ).

Ilри t = О и 'ФI =0, если [> О, то и 'ФI < о. Тогда в качестве оптимального процесса

MO)l{HO записать функцию

3.3. Метод динамического программирования

Д.инамическое программирование - специальный вычислительный метод ре­

шения задач оптимизации управления динамических систем, ПОЗВОJ:lЯЮЩИЙ пред­

ставить процее\! оптимизации в виде последовательности отдельных этапов (шагов)"

Основу этого метода составляет npUHl{Un ОnТUАtальноетu, утвер>кда.ющиЙ, что каков

бы ни был путь достижения некоторого со(!тояния системы, ПОСLJlеДУlOщие решения

54



должны принадлежать оптимальной траектории для оставшейся части пути, начИ-.

нающейся с этого состояния. ПрименеJlие этого принципа позволяет· получить

все используемые в дина~ическом прогрц~мцровании функциональные рекуррент­

ные соотношения. Метод динамического прОграммирования. пригоден для решения

задач синтеза оптимального управления как непрерывных, так и дискретных систем.

ОсЬбенностями метода являются хорошая алгоритмизуемость и возможность эффек­

тивного использования COBpeMeHHblX средств вычислительнойтехники.

Пусть движение непрерывной CUCre.Afbt описывается дифференциальным век­

торным уравнением

x=f (х, u, t), to~ t~ tK,

С граничным условием G[х(tи), tи]=О.

Критерий качества управления системой определяется СООТНОlllением

lи

J = Lk[ х( t~, tK] + ~ L [х (T)~ U('t), -r] d't
10

(! следует минимизировать). Обозначим через JОПТ(х, t)· оптимальное значение кри-

терия при условии, что начальная точка есть (х, t). Рассмотрим двн}кение из точки

(х, t) в близкую точку (XI, tl)=[x+f (х, u, t)At, t+At} в течен·не 811ромежутка вре­

мени At. Предположим,что управлениеu(t) при движении из тоi.lки (XI,t.) оптимальное.

Если функция JОПТ дифференцируема по (х, t), то с "омощью, р~зложения J{JПТ легко

получить следующее неравенство:

JОПТ(х, t)~JОПТ[х+f(х, u, t)At, t+At]+L(x, u, t)At.

При этом знак равенства достигается только в том случае, когда на отрезке времени

[t, tJ.]и~пользовалось оптимальное управление. Это условие -можно записать с по­

мощью соотношения

JOR1 (X, t) =min{JOOT[x+f(x, u, t}A.t, t+At]+L{x, u, t)At} (3.9)
u .

или (разлагая правую часть (3.9) в .ряд и устремляя At к нулю) с помощью нели­

нейнаго дифференциального-уравнения в частных ПРОИ3ВОДН~IХ первого порядка

(уравнения Беллмана)

дJОПТ. дJОПТ

-at= mlr(L(x, Ut t.)+- '(Х• u, t)]. (3.10).
u дх

Общая схема применения ЭТОГО уравнения для нахождения оптимального уп­

равления .следующая.

Вначале решается задача минимизации по u при каждом фиксированном х и. t
правой части уравнения (3.1 О). 'Таким образом, управление u(/) определяется как

функция от JОПТ(х, t). После подстановки u (t) в правую часть (3.10) получим уравне­

ние в частных производных для непосредственного нахождения функции JОПТ(х, t).
При этом используется естественное граничное .УСЛОВИ.е Jonr (х, tK) ==Lk(X, tK ). После

того как определена функция J0
0

1 (х, О, сразу же вычисляется и оптимальное управ­

ление uО
ПТ

(х, 1), минимизирующее правую часть (3.10).
Опти'мальное управление системой uОПТ(t), которое соответствует ее начальному

состоянию [x(to), to], определяется соотношением uОП!(t) = uОПТ(х(t) , [), где x(t) есть ре­

шение векторногодифференциальногоуравнеШlЯ•.

i=f [х, иОПТ(х, t), t] (1'"' (to)=x(to».
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. >,Пусть дискретная cucrreAfa описывается с помощью рекуррен'ГоНЫХ "уравнений

x(k+ 1)=fk+ 1[x.(k), u (k) ],

где k=·O, 1, ... 1 ,N -1; х (О) зада.но. Целью управления является минимизация'функ\­

ционала

N-l

J= ~ L[x(k),u(k»),
k=O

где L-СI<алярная функция. Естественно, что минимальное значениефункционалаJ
зависит от начального состояния х(О) (l<oTopoe неУI1равляемо). Обозначим этот

минимум через iNlx (О) ']. Нетрудно видеть, что справеДЛИВЫ .следующие соотно­

шения:

iN[x(O)] = min min ... min (L·[x (О), u (О)] + L [x.(l), u (1)] + ...
u(O) о(1) п"(N-I)

... + L [x(N - 1). u (N - 1)]} = ~in {L [х (О), u (О)]} +
u(O)

+ min ... min {L[x(l) u(l)] + ... +L[x(N - 1), u(N - l)]} =
и(1) u(N - 1)

= min {L [х (O),u (О)] +1N - 1 [х (1)]}.
u (О)

Здесь jN -1 (х ( 1)] - мини~альное значениеI<ритерия качества для процесса длитель­

ностью в N- 1 шагов и имеIощего начальное состояние х( 1) :

iN - 1 [х (1)] = min {L'[ х' (1), u (1)] + iN- 2 [х (2)J} ,
пр)

Для процесса управлеция с N-qшагами, имеющего в качестве началъного

состояния x(q+ IXi ~q~N-l)

iN- 1 [~(q)] = min{ L' [x(q), u (q)] + iN- q- 1 [x(q + l)]}.
~~ .

Последнее соотношение является дис.кретным вариантом уравнения Беллмана (3.8).
. в качестве при,мера рассмотрим решение зада:и об оптимальном выборе высоты

и скорости летательным аппаратом -[23,24].
Пусть в начаЛJ>НЫЙ момент времени летательный аппарат находится HaBы­

соте НО и имеет CKOP~CTb Vo. Надо перевести его на высоту нк> НО, получир при этом

скорость Vк> Vo. Известен расход горючего для подъема аппарата с одной BblCOTbI

на другую при. заданной по~тоянной скорости и расход ГОРJOчего для увеличения

скорости при постоянной высоте полета. Требуется найти оптимальный режим

'набора высоты и увеличения скорости. при 'котором расход горючего J будет наи­

меtlЬШИМ.

Предполо>ким, что процесс набора высоты» скор<?сти сос-уоит из нескольких

шагов, на I<аждом летательный аппарат увеличивает или только высоту, или только

ск'орость, Таким образом, состояние летательного аппарата определяется высотой Н

и скоростью v. Фазовая траектория, переводящая точку S, изображающую леТ(l­

тельный аппарат, на фазовой ПЛОСКОСТИ (V,H) из поло>кения So=:::::(Vo, Но) в поло­

жение Sи=(V и , ни) в данном случае является некоторой ломаной.
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'Разобl:?ем ириращен~е :P~I~OTbI (Нк '- Но} на n. paJ;\HbIX частей с шагом дН=
=(HK-Ho)/nl, приращение скорости .(VK- VO) на n2 равных частей с шагом LlV=
=(VK - VO)!n2. Тогда весь процесс набора высоты и скорости будет состоять из

nOF.=1nl +n2 .Ш.агов. Точка S из 8ов SK может перемещаться по горизонтальным и вер­

тикальным отрезкам. l(аждой ~раектории, переводящей точку S из 80 в SK, соответ­

ствует свой расход горючего J.
Возьмем nl =n2=4 (частный случай позволит проследить процесс оптимиза­

ции целиком от начала до конца) и займемся оптимизацией последнего (8-го) шага

(рис. 3.1, а). В конце 7-го шага (шага nо-l) точка S может оказаться либо в точке

8~ ·(нижниЙ индекс - номер шага, .верхниЙ - номе·р возможного состояния, причем

пумерацияведется .по Дlfагонали снизу вверх), либо в ,точке 8~, из которых за один

последний шаг- можно перейти в точку ,Sкединственным образом (рис. 3.1, 6). По­

этому выбора условного управления на В-М шаге нет - оно единственное для каждой

точки S~ и s,. Запишем .около каждой из этих точек минимальный (и в данном

случае неизбежный) расход 'горючего, необходимьiй, чтобь, из них попасть в точку

SK, стреЛI<ОЙ обозначим направление движения точки 8 из данного состояния.

Чтобы выбрать оптимальное у,правление на предпоследнем 7-м шаге, рассмот­

рим все исходы предыдущего б-го шага, из которого за два шага можно попасть

в точку SK. Таких исходов три - точки sA, S~, 8~ (рис. 3.1, б). Переход из точек sA и

8~ в точку 8к за два шага мо}кно выполнить лишь единственным образом со стоимо­

стью в 17 и 25 единиц горючего (оптимальное движение· из этих· точек отмечено

стрелками). Из точки S~ в точку SK за два шага можно попасть д.вумя спо('uбами:

направо вверх или вверх напраQО.· В первом случае потребуется 15+9=24 единицы

горючего, во втором 10+ 16=26 единиц. Наименьший расход горючего, таким об­

разом, будет при ДВИ)l<ении направо вверх (его отмечаем стрелкой) . Отметим на схеме

оптимальный расход горючего, требуемый для перехода из данного состояния в

конечное. Если оптимальных управлений несколько, то возьмем произвольное из них.

Далее аналогично оптимизируем Б-й шаг, рассматривая все точки, из которых

за три шага можно перейти в точку SK. Продолжая, этот процесс, дойдем до На­

чальной точки 80. При ЭТОМ получим схему (рис. 3.1, 8), где в -каждом кружке при­

веден наименьший расход горючего для перемещеНИЯli3 этой точки в точку SK;
стрелкой показано направление, в котором надо перемещаться из этой точки, чтобьi

расход горючего был наименьшим.

На основе схемы на рис. 3.1, в заключаем, ~TO оптимальное управление будет

такое: на l-м шаге увеличиваем скорость на А·V.при постоянной высоте НО, 'на 2, 3, 4
и 'б-М шагах - набор высоты до Ни при постоянной скорости Vo+AV, на 6, 7 и 8-м ша­

гах увеличиваем скорость дО VK при' постоянной высоте Нк • 'При этом управлении

будет наименьший расход горючего в 73 условные единицы. 'Фазовая траектория,

соответствующая оптимальному управлению, показана на рис. 3.1, г.

Алгоритм метода динамического программирования удобно представить в виде

таблицы (т~бл. 3.1).
Уравнение Df'.лnмана можно записать в следующем виде:

jk(x)=mjn [k(X, и),

где Jи(х, u)=L(x, U)+jk-I(X'); x'=f(x, и).

Для реализации алгоритма на ЭВМ требуется обязательное применение опе­

рации дискретизации переменных состояния х и управления u. Поэтому можно пред-
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Рис. 3.1. Оптимальное управле­

ниесистемой. .методом· динами­

чеекого программирования ..
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Но

положить, что множество возможных состояний системы х и множество возможных

значений управляющих переменных u конечны:

x~{x(I), •.. , x(s)}; U={U(I), ••• , U(/)}, s~l, t~l.

в столбцы 1 и 2 таблицы записываются все ВОЗМО>l<ные значения переменных х
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T.1;l бл и ца .3.1

~ :3 4 5 6 .7 8

. .

i(1) u<J)
f(~i}, ·L(X(i), ik_,g<x(i), Ik(x(i),

ik"(~(i» UО)u(~» и(~» и :)] ~ и~»

.

и u соответственно (всего st комбинаций), в столбцы 3'-6 - соответствующие дан­

'ным комбинациям (ХО) , u(j» (i = 1, ... , s; j = 1, ~.. , t) значения функций f(ii) , иН» ,

L(x(l), U(П. ik-l[f(x(l), и(п)] и lk (~(i), и(Л). В столбцах 7, 8 приведены з~ачеЮlЯ наЙден-.

ных величин jk(X(l) и U(i) (uш - соответствующее оптимальное управление). .
с ПОМОЩЫQ составленной таблицы проводятся расчеты, в которых' определяются

величины jk (x)(k= 1, ..., N) и соответствующие.значения оптимальных управле­

ний u. Вычисления осуществляются для k, принимающих последовательно значе.i

ния 1, 2, ... , N, причем для первого этапа расчетов справедливы соотношения

jo(X)= О, il(Х)=ПU" L(x, ц), II(X, u)=L(x, u).

Таким образом, оказываются составлены N вариантов расчетной таблицы, ко­

торые соответствуют jk(X) (k= 1, ... , N). Теперь по таблице для iN(x) И по задан.ному

х(О) вычисляем u опr (О) И х( 1) =f[x(O) ~ u ОПТ (О)]. После этого для j N~I (х) И по най­

денному х(l) вычисляем uОПТ(I), х(2) =f[x(.1), .uОПТ(l)] и т. д. В результатеэтой после­

довательности операций и находим dптимальную последоваtельность управления

(u·
опт

, ••• , u~~ 1).

ПРОГРАММА ·DIN*

Назначение: оптимизация управления методом динамического программирова­

ния. Разработана на языке Фортран.

Входные napaAlerpbt:

.N - число измерений пространства; '.
K(N)-K(I) - число точек по i-й координате;

L(N) -L (1) -' число точеl{ в грани куба по i-й координате;

NPO - число начальных точек;

КРО (N, NPO) - координаты начальных точек;

NKAP - число параметров состояция объекта в точке .фазового пространства

NKAP= 1 (I<ритерий) +число дополнительных параметров;

AI(O(NPO,NKAP) --,- начальные значения параметров состояния;

IRS {IRS (1) J--: максимальное расстояние просмотра по i-й координате при расчете

элементарных переходов;

*Разработана канд. техн. наук В. г. Байковым.

59



IGS-('I):L направ~ение' проемотра 'по ~i-й . координате:' "0~ впе'ред И 'И8аЗl1:, '+'1-1
.': ,: ~только вперед, -1 -:. тЬЛько назад; ;

IS·.-r:-1 тил подготовки пространства!. + 1 --- раСШJJрение трубки, O-.r .фОРМИРО,вание
трубки, .'--1 - подготовка всего ·Ц.рост.ранСтва;·

IR ~ радиус трубки;

NPSS - число опорных точек трубки;

KRS (N, NPSS) - координаты опорных точеI{ трубки .(еСЛff хотяБЬJ. одна коо;р.ци.ната

точки ~ о, то со следующей точки начинается новая трцекто.рия);

MS - число точек, зарезервированных под выходную ОПТflмальную TpaeKTOp~~;

KPE(N) - KoopД~HaTM конечной точки;
вР (N, .ММК) - координатная сетка;

BP(I, J)-значение координаты'реального .фазового пространства в j-M узле по

i-й координате;

NKZ(NZ)-NKZ(I) ---:: номер куба, размещенного в i-й зоне ,оперативной ,памяти

ЭВМ (необходимо задать NKZ(I)=I, 1=1, ... , NK==NZ);
NР-число точек в пространстве: NP=K(I)* ..·. * K(N);

NK - ЧJlСЛО кубов;

NРК-число точек в кубе: NPK·=L(I)* ... * L(N);
NI(P - число кубов, необходимых для расчетов ЭJJементарных переходов из одного

куба: Nкр=зN при IBS{I) ~L(I), 1= 1, ... , NMMI(=maxK(I);
I~I~N

М - число точек пространства, размещающихся в оперативной памяти: M=N'P
в .настоящей версии;

NZ - число кубов .пространства, размещающихся 'воперативной памяти: NZ=
=M/NPK=NKB настоящей версии;

KK(N)-.KK(I} - число кубов по i-й координате;

ЕХ -' тип экст'ремума: ЕХ=. '+ 1- тах, ЕХ= - 1- min;
EPS - ТОЧl:lОСТЬ сравнени~ .к·риrери.я.

8.нутренние· раб,очuе 'AfaCCUBbl (необходимо их задать для о.ргаflизации вычис~

лительного процесса):

IPP(M) - парамет,р точки;

IG:P(M) - истари·я· прихода;

АКАР(М, NKAP) --;- параметр состояния;

IPK (NK) - параметрi<уба; .
NKDK(NKD) - массив номеров кубов, необходимых для расчетов элементарных

переходов И3 одного куба;

ВВ (NI<AP) - начальные значения параметров состояния;

BE(NKAP) - конечные значения параметров состояния.

Выходные nарам.етры:

MSR - действительное число точек в оптимальной траектории;

1SТ - параметр оптимальной траектории: 2-прилегает к границе трубки, l-'при­

легает к границе пространства, О-.не прилегает (кроме начальной и конечной

точек) ;
IPS (MS) - выходной массив (содержит, ·цo~epa .точек ·ОптимальноЙ траектории);

FG - процедура опредеJlеН1-IЯ допустимо~ти'~точ~~ Фазqвого пространства. Заголовок

процедуры FG (N, Х, 1, F), где N - раЗ.м~р.tI9С.ТЬ пространства; Х(N)-коорди­

наты точки фазового пространства (физи:чес'Кие,.'н; не·целочисленные); 1 - выход­

ной индикатор; 1=0 - точка .допустима; } ~1 ...,- точка недопустима;
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Е:- .пРQцедура расчета элемента.рного -перехода .вфазрвом пр.().стран.с~~е .. 3aгo~pBp~
процедуры F(N, NKAP. ХН, АВ, ХЕ, АЕ, IT), гдеп~раметрыN, NI<A.p опр~делены

'выше; ·XB.(N.} '- I{оорДflнатыначаль-пой-Точки{физические);АВ (NKAP) ~ пара~

метры состояния в. f(ачалыIйй точке; ХЕ (N) - координаты конечной точки

(физические); АЕ (NKAP) - параметры состояния в начальной точке; IT - в.ы"

ходной индикатор, принимающий следующие значения:

IT { === о ~ .нормальный расчет элементарного перехода.

*0 - переход невозможен.

Jl0гическое условие вывода выходных параметров 1ST, MSR, IPS: если расчет

происходит в трубке и IST=2, то расчет параметров DFB, DFl, DFA можно по­

вторить и лишь зат~м вывести на печать цараметры .1ST, MSR, IPS (IPS - м~ссив).

Отметим, 'что, еСnИКООРДИJlаты точек оптимальной траеКТОРИIi в :массиве 1PS пред­

ставлены в упакованном виде, для их распаковки можно использовать цроце­

дуру 'D02, обраща'ЯСЬ к ней с помощью следующего оператора CALL ОО2 (IPS (1) ,N.
К, КТ, 1); здесь КТ (I-J ~N) - массив координат ·i-Й точки оптимальноft траектории

(массив КТ необходимо описать).

Основные процедуры:

MAIN - ввод исходных данных, обращение к процедурам "роверки, подготовки,

поиска и анализа. вывод результатов расчето~;

DFB - подготовка фазового пространства;

DF(D·Fl - упроще.нная в~рсия) - расчет переходов в пространстве;

DFA - получение и анализ оптимальной траектории.

Всnо1ttогательные процедуры пользователя:

FG - определение допустимости точки фазового пространства;

F - расчет э.п:ементарного перехода в фазо"ом пространстве.

Имена задаются в параметрах процедур и имеют атрибуты EXTERNAL.
Структура главной (вызывающей) процедуры приведена в листинге коцт­

.рольцого ПРИ~.ера.

COMMON /DDDD/ К{ 2:) ,L( 2) ,КК( 2) ,·КРЕ(2) , IRS( 2) , IG'S( 2)
, IPP( 2500) , IGP'( 2500) I АКАР( 2500) , IPK (64) ,:~KZ·(64) , ВР{ 2 ,:60·)
, IPS ( 100) , KPS (2, 1О) , КРО (2.14) , АКО (4, 1 ) , HIPS ( 100) , кт (2)

EXTERNAL DINA;DINAG .
DATA N,NP,NK,NPk,NKD,MMK,~,NZ,NPSS,NPO"IR,MS,NKAP/

2,100,4,25,4,10,100,4,0,1,0,50,1/
DO 5 1181,2
K{I)a10
L(I)-5
KK(I)-2
IRS(I)-1
IGS(I)aO.
КРО'( 1 , 1 ) -1 •
BP(I,1j-О.
BP(I,2)1:10.
ВI?(I,З)-20.

ВР(I,4)-ЗО.

BP(I,5)-40.
~p ( ж , 6 ) • 5 о·.
вР ( 1 , ? ) .. б'О •
ВР( 1,8-) ·.70.
вр (1 , 9J • 8О •
BP(I,10)-90.
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5 KPE(1)-10
АКО(1,1)-О.

102 FОRМАТ(10(Iб»

104 FORMAT("1 011'2.4)
105 FORMAT(8(I10»

DO 2 J-1,N
2 N1-K(J)

Iв--1

DO 4 J-1,NZ
4 ~KZ(J)-J

ЕХ--1

EPS-1.E-5
CALLDFT1 (N,K,NP,L,KK,NK,NPK,NKD,MMK,M,NZ,

• IRS,NPO,KPO,IR,NKAP,EX,EPS)
CALL DFB fI~,~,MP,M,NK,NKAP,NKO,NPK,NZ,NPSS,MMK,NPO,IR,

*. . K,L,KK, IPP, 1GP, IPK, NKDK,AKAP ,ВР ,:NKZ, KPS,KPO,'AKO, D1NAG)
CALL DF1 1N,NP1 M,NK,NKAP,NKD,NPK,NZ,MMK,K,L,KK,

* IPP,IGP,IPK,BB,BE,NKDK,AKAP,BP,IRS,IGS,NKZ,EX,EPS,DINA)
CALL DFA (N,NP,M,NKD,NZ,MMK,MS,MSR,IST,NPK,

* IPS,KPE,K,L,KK,IPP,IGP,NKZ,BP,NKDK,DINAG)
WRIТЕ(Э, 102)IST,MSR
WRIТЕ(З, 102)IPS
DO З3 1-1,100
CALL D02(IPS(1),N,K,KT,1)
И1-l .
WRIТЕ(З, 105)I,KT

ЭЭ HIPS(I)-IPS(I)
WRITE(3, 104)HIPS.
втор

END

SU8ROUTINE DINA (N1,"N2,AB,BB,AE,BE,I)'
DIM'ENSION-.АВ ( 2) ,АЕ ( 2 ) , х1 (3 ) , Х2 ( Э ) , у1 (.Э ) , У2 ( Э) , Z1 ( 3 ) ., Z2 (3 )
ОАТА Х1/10.5, 23. ,29./ ,Х2/8З. ,45. ,31./, У1/72.,0.,90·:/,

* Y2/0.,77.,67./,Z1/50.,500.,500./,Z2/500.,50.,50./
WRIТI:{З,201)

201 FОRМАТ(БХ,'DINА' )

1-=0
BE-BB+SQRT«AE(1)-AB(1»**2+(AE(2)-AB(2»**2)
DO 1 J=1,З

A-(Y2(J)-Y1(J»/(X2(J)-X1(J) .
В={У1{З)*Х2(З)-У2(З)*Х1(З)')/(Х2(З)-Х1(З»

IF(AB(1).NE.AE(1» GO то'2
XS-AB(1)
YS-XS*A+B
GO ТО 3

2 А1=(АЕ(2)-АВ(2»/(АЕ(1)-АВ(1»

В1-(АВ(2)*АЕ(1)-АЕ(2)*АВ(1»/(АЕ(1)-АВ(1»

YS=(B1*A-B*A1)/(A-A1)
XSa:(YS-В)/А '

3 IF(AB(1).EQ.AE(1» GO ТО 4
1F(SIGN(1.,AB(1)-XS).EQ.SIGN(1.,AE(1)-XS» GO то

4 IF(AB(2).EQ.AE{2» GO ТО 5
IF(SIGN(1.,AB(2)-YS).EQ.SIGN(1.,AE(2)-YS» GO ТО 1

5 IF(XS.LT.X1(J).OR.XS.GT.X2(J» GO ТО 1
ВЕ-ВЕ+500.

CONT1NUE
RETURN
END

SUBROUTINE -DINAG(N,AB,I)
DIMENSION АВ(2)
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WR1ТЕ(З,201)

201 FОRМАТ(БХ,'DINАG')

1810
IF(AB( 1 ) • GT. 55 •• AND.AB( 1 ) .LT. 75 .• AND.:AB(2.') '.-GТ:'З'О.+ 1.'
RETURN
END

SUBROUT1NE DFT1"( N, К,NP, L, КК,NK, NPK, NKD, МИК,М, NZ,
* 1RS,NPO,KPO,IR,NKAP,EX,EPS)

DIMENSION K(N),L(N),KK(N),1RS(N),KPO(N,NPO)
WRIТЕ(З,201)

201 FORMAT(4X,'DFT1 1
)

1-0
IF(N.LT.1) GO ТО 100
DO 77" J 1:1 1 , N"·
IF(X(J).LT.1) GO ·то 100

11 CONTINUE
1-1
NPT=1
DO 1 J a 1,N
NPT-NPT*K(J)
IF(NPT.NE.NP) GO ТО 100
1-2
DO 2 J-1,N
IF(K(J)/L(J).NE.KK(J» GO то 100
IF(KK(J)*L(J).NE.K(J» GO то 100

2 CONTINUE
IаЗ

NKT-1
DO 3 31:11,N

3 NKT-NKT*KK(J)
IF(NKT.NE.NK) GO ТО 100
1-4
'NPKT-1
DO 4 J a 1,N

4 NPKT-NPKT*L(J)
IF(NPKT.NE.NPK) GO то 100
1-5 "
NКDТ·З**N
IF(NKDT.GT.NK) NKDT=NK
IF(NKDT.NE.NKD) GO ТО 100
r-б

ММКТаК(1)

DO 5 J 18 1,N
IF(K(J).GT.MMKT) ММКТ=К(З)

5 CONTINtJE
IF(MMKT.NE.MMK) GO ТО 100
1-7
IF(NPK*NKD.GT.M) GO ТО 100
1-8
IF(NZ.LT.NKD) GO то 100
IF(NZ*NPK.GT.M). GO ТО 100
11:19
ОО -6 3-1,N
IF(IRS(J).GT.L(J).OR.IRS(J').LT.O) GO то 100

б CONTINtJE
1 .. 12
DO 13 J-1,NPO
DO 13 J1-1,N
IF(КРО(J1,З).LТ.1.0R.КРО(J1,J).GТ.К{J1» GO то 100

13 CONTINUE
1-13
ПО ·14 J a 1,N
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IF(IR.GT.L(J» GO ТО 100
14 CONTINUE

1-14
~F(NKAP.LT.1) GO ТО 100
1-15
IF(ABS(EX).GT.2 •• 0R.ABS(EX).LT •• 5) GO ТО 100
18116
IF(ABS(EPS).GT •• 7) GO ТО 100

·1 б RETURN
100 WRITE.( З, 101.) 1

STOP
101 F.ORMAT·( БХ., " ILLEGAL INPUT 1 ,]:7)

END

SUBROUTINE DF1(N,NP,M,NK,NKAP,NKD,NPK,NZ,MMK,
* K,L;KK,IPP,IGP,IPK~BB,BE,NKDK,AKAP,BP,IRS,IGS,NKZ,

* EX,EPS,F)
DIMENSION K(N),L{N),KK(N),IPP{M},IGP(M),IPK(NK},IRS(N),IGS(N),

* BB(NKAP),BE(NKAP),NKDK{N~b),NKZ(NZ),AKAP(M,NK~P),BP(N,ММК),

* КР1 (3) ,КР2(З) ,КР2R(З) ,КК1'(З) ,КК2(З.) ,АВ(3).,АЕ(З),IZ(З)

WRIТЕ(З,201)

201 FORMAT(4X,'DF1 I
}

NPSa1 .
DO 20 J-1,N

20 NPS-NPS*(IRS(J)*2+1)
NEZ-NPK
·11-1
002"I2 a 1,NK
NKI-I·2
lF (IPK·(:N.KI) ) 5,2,2

5 CALL D02(.NKI,N.,KK1,KK,·1)
iF (NР~М)б,~,3 .

б NZ1-NKI
GO ТО 1·1

3 CONTINUE
11 NZ2-NZ1

IIK-1
DO 4 I1-1,NPK
·NPIRaI1
IF(IPP(NPIR+NEZ*(NZ1-1}»10,4,4

10 CALL D02(NPIR,N,KP1,L,1)
ОО 7 J-1,N

7 KP1{J)-KP1(J)+L(J)*(KK1(J)-1)
CALL D02(NPI,N,KP1,K,O)
DO 34 J-1,N

34 AB(J)-SP(J,KP1(J»
DO 35 J a 1,NKAP

35 BB(J}-AKAP(NPIR+NEZ*(NZ1-1},J)
DO 24 .J-1,N

24 IZ(J}·-IRS(J)
DO 29 I-1,NPS
DO 25 J-1,N
IF(IZ(J) 26,25,26

25 CONTINUE
GO ТО 9

2Б DO 27 J-1,N
IF(IZ(З)*IGS(J» 9,27,27

2·7 CONTINUE
DO 45 J-1,N
IF(IZ(J)/2*2-IZ(J)} 4б,45,4~

45 CONTINUE
GO ТО 9
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46 DO 47 J-1,N
IF(IZ(J)/3*З-IZ(J» 48,47,48

47 CONTINUE
GO ТО 9

48 CONTINU~

DO 8 J a 1,N
KP2{J)-KP1(J)+IZ(J)
IF{KP2(J).LT.1.0R •.KP2(J).GT.K(J» GO то 9
КК2(J)-(КР2(J)-1)/L(З)+1

8 KP2R(J)-KP2(J)-L(J)*(KK2{J}-1)
CALL D02(NKI2,N,KK2,KK,O)
CALLD02(NPIR2,N,KP2R,L,O)
IF(NКZ{NZ2)-NКI2)13,12,1З

13 IF(NKI-NKI2) 15,14,15
14 NZ2-NZ1,

GO ТО 12
15 1F ( NP-М) 1б ,-1-6·,.1 7
16 NZ2-NKI2

GO ТО 12
17 DO 18 J-1,NZ

NZ2-NZ-J+1
18 CONTINUE
12 IF(IPP(NPIR2+NEZ*(NZ2-1»-2) 19,9,19
19 DO 36 J-1,N
Зб АЕ(З)-ВР(З,КР2(З»

CALL F{N,NKAP,AB,BB,AE,BE,KZ)

IF(KZ) 9,371,9
Э71 IF(IPP(NPIR2tNEZ*{NZ2-1».) 37,37,39
37 IF(EX*BE(1)-EX*AKAP(NPIR2*NEZ*(NZ2~1),1» 9,9,38
эв I~(~BS«AKAP(NPJR2+NEZ*(NZ2-1),1)-BE(1»/BE(1»-EPS)9,9,39
39 DO 44 J-1,NKAP
44 AKAP(NPIR2+NEZ*(NZ2-1),J)-BE(J)

IPP{NPI~2+NEZ~{NZ2-1».-1

IGP(NPIR2+NEZ*(NZ2-1»-NPI
IF(NKI-NKI2) 40,42,40

40 IfК~NКI2)--1

IF(NKI-NKI2) 9,41,41
41 1Х-О

GO'TO 9
42 IF(NPIR-N~IR2) 9,43,43
43 IIK-O·
9 IZ(1)-XZ(1)+1

DO 28· 3-1 , N.
IF(IZ(З).LЕ.IRS(J» GO ТО 29
IZ(J)-~IRS(J)

IZ(J+1)-IZ(J+1)+1
28 CONTINUE
29 CONTINUE.

IPP(NPIR+NEZ*(NZ1-1»-O
4 CONTINUE .
100 FORMAT(5(2I4,E1~.4»

WRIТЕ(З, 100)12
УУУ1- (12"1') *25+1
УУУ2·УУ1+24 .
WRI1Е(З, 1ОО) (IPP(YYY),IGP(YYY),AKAP(YYY,1),YYY.YYYJ,YYY2)
IF(IIK.EQ.O) GO то 11
IPK(NKI)-O

2 CONTINUE
IF( 11 .I:О"О} GO ТО 1
RETURN
END
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*•
*..
*

201

22

25

24
26
23
21
30

31

32
ЗЗ

34
29
35

3б

37

38
39

40

.SUBROUTINE DFB( 18, Н, NP, М, НК, НКАР,NKD ~ NPK,·NZ, N:i?SS ,ММК, НРО, IR.;
K,L,KK,IPP,IGP,IPK,NKDK,AKAP,BP,NKZ,KPS,~PO,AKO,

FG) ."
DIИЕNSIОN К(М) ,L(N) ,КК(Н), IPP(M), IGP(M), IPK(.NK).,NкD"K(NKD),.':"

AKAP(M,NKAP),BP(N,MMK),NKZ(NZ),KPS(N,NPSS),KPO(~,NPO),

'AKO(NPO,NKAP),
АВ ( 7 ) , КК1 ("7) , КР1 ( 7 ) , IZ ( 7 ) , KPF ( 7 ) , АР ( 7 ) , АР1 ( 7 ) , АР2 ( 7 )

"WRIТЕ(З,201)

FORMAT(4X,'DFB ' }
11'(18) 60,22,21
DO 23 I2-1,NK
IPK(I2)-2
IF(NP-M) 24,·24,25
CONTINUE
GO ТО 26
NZ1-I2
DO 23 I1-1,NPK
IPP(I1+NPX*(NZ1-1})-2
DO 30 J-1,N

·KK1(J)-(KPS(J,1)-1)/L(J)+1
CALL D02(NKI,N,KK1,KK,O)
IF(NP-M) 32,32,31
CONTINUE
GO ТО ЗЗ

NZ1-NKI
DO 27 I2-1,NPSS'
DO .34 J a 1,N
IF(KPS(J,I2» 27,27,34
KPF(J)=KPS(J,I2)
DO 35 J-1,N
KK1(J)-(KPS(J,I2)-1)/L(J}+1
CALL D02(NKI1,N,KK1,KK,O)
IF(NKI-NKI1) 3б,З9,Зб

IF(NP-M) ·З8,38,37

CONTINUE
GO то 39
NZ1aNKI
'NZ2-NZ1
NKIZ-NKI
N1-(1+2*IR)**N
ОО 40 З=-1,М

IZ(J)I8-I~

'DO б 3 1 1 =-1 , N1
DO 41 З-1,М

KP1(J)-KPF(J)+IZ(J}
IF(KP1(J).LT.1.0R.KP1(J).GT.K(J» GO ТО 28
AB{J)-BP{J,KP1{J»
KP1(J)~(KP1(3)-1)/L(J)+1

. 41 KP1(J)-KP1(J)-L(J)*(KK1~J)-1)
CALL D02(NPI,N,KP1,L,O)
CALL D02(NKIZ1,N,KK1,KK,O)'
IF(NKI-NKIZ1) 42 J 45,42

42 IF(NKIZ-NKIZ1) 43,48,43
43 IF(NP-Mj 44,44,46
44 NZ2 a NKIZ1

GO ТО 48
45 NZ2-NZ1

GO ТО 48
46 DO 47 J a 1,NZ

NZ2-J
IF(NKZ(j)-NКIZ1) 47,48,47

47 CONTINUE
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48 CALL FG(N,AB,I)
IF(IPP(NPI+NPK*(NZ2-1»-2) 28,49,28

49 IF(I) 28,50,28
50 IPP(NPI+NPK*(NZ~-1»·1

IPK(NKIZ1)-1
28 IZ(1)-IZ{1)+1

DO 65 J-1,N
IF(IZ(J).LE.IR) GO ТО БЗ

IZ(J)--IR
IZ(J+1)-IZ{J+1)+1

65 CONTINUE
БЭ CONTINUE

IF(I2.EQ.NPSS) GO ТО 21
DO 51 З-1,N

IF(KPS(J,I2+1» 27,21,52
52 IF{IABS(KPS{J,I2+1)-KPF(J»-1) 51,51,53
51 CONTINUE

GO ТО 27
53 Z1-Q

DO 54 J-,1,N

AP1(JJ-KPF{3)
AP2(J)-KPS(J,I2+1)

54 Z1-Z1+(AP2(~)-AP1(J»**2
Z1-SQRT(Z1)
Z-.5

55 Z..Z*2
1-1
DO 56 J-1,N
AP(J)-AP1(J)+Z.(AP2(J)-AP1(J»/Z1+.5
КР1(З)-АР{З)

IF(KP1(J).NE.KPF(J»I-O
56 CONTINUE

IF(I.EQ.1) GO то 55
DO 51 J·1,N

57 KPF(J)-KP1(J)
GO то i9

27 CONTINUE
GO ТО 10

60 11-1
DO 1 -12.1,NK"
CALL D02(I2,N,KK1,KK,1)
IF(NP-M) 3,3,4

4 CONTINVE
3 NZ1-I2
5 IPK(I2)-2

DO 2 I1-1,NPK. .
CALL D02111,N,KP1,L,1)
DO ~ З-1,N

KP1~J)-KP1(J)+L(J)·(KK1(J)-1)

6 ~В{З)-ВР(З,КР1(З»

CALL FG(N,AB,I)
lF( 1) 8, '1,8

7 IPP(I1+NPX*(NZ1-1»-1
IPK(I2)-1
GO ТО 2

8 IPP(I1+NPK*(NZ1-1»-2
2 CONTINUE

IF(IPK(I2).EQ.1) 11-0
CONTINOE
IF ( 1 1 ) 1О , 1О , 9

9 WRIТЕ(Э, 101)
STOP
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101 оFОRМАТ(БХ,'NО POINTS FOUND')
10 11-1

DO 11 I1-1,NPO
DO 12 З-1,N

КК1(J)-(КРО(З,I1)-1)/L(J)+1

12 KP1(J)-КРОrJ,I1)-~(J).(КК1(J)-1}

CALL D02(NKI,N,'KK1 ,КК,О)

CALL D02(NPIR~N,KP1,L,O)

IF(IPK(NKI)-2) 13,11,13
13 IF(NP-M) 15,15,14
14 CONTINUE

GO ТО 16
15 NZ1-NK1 ..
16 IF(IPP(NPIR+NPK*(~Z1-~»-2)17/11~17
17 IPP(NPIR+NPK*(NZ1-1».~1

IPK(NKI)--1
ОО 20 З-1,НКАР

IGP (NPIR+NPK* (NZ1 Jt1 ) )... 0
20 AKAP(NPIR+NPK*(NZ1-1),J).AKO(I1,J)

IGP(NPIR+NPK*(NZ1-1»-O
Il=-O

11 CONTINue;
IF ( 1 1) 18 , 19 , 18.

18 WRITE(3, 102)
'STOP

102 FОRМАТ(БХ,'АLL STARTING POINTS ARE FORBIDDEN ' )
19 RETURN

°END

SUBROUTINE DFA(N,NP,M,NKD,NZ,MMK,MS,MSR,IST,NPK,
* IPS,KPE,K,L,KK,IPP,IGP,NKZ,BP,NKDK,~G) ,

DIMENSION IPS(MS) ,KPE(N) , K(N) , L(N) ,KK(N) , IРР( N)',OIGP(~),
* NKZ.(NZ) ;BP(N,MMK) ,NKDK(NKD),
* KPR(1),KP1(1),KK1(7),KPZ(7),AB(7),IZ(7)

WRITE(3,201)
201 FORMAT(4X,'DFA ' )

'DO 32 J a 1,N
IF(KPE(J).GE.1.AND.KPE(J).LE~K(J» GO ТО 32
WRITE ( Э , 102 ) .

102 FОRМАТ(БХ,'ЕND-РОINТDEFINED NOT CORRECTLY')
GO то' 31

32 CONTINUE
IST-O
CALL D02(IPS(1),N,KPE,K,O)
N1-MS-1
N2 .. 3**N
DO 1 I~1,N1

CALL D02(IPS{I),N,KP1,K,1)
DO '2 J~1,N .
KK1(J)-(KP1(J)-1}/L(J)+1

2 KPR(J)-KP1(J)-L(J)*(KK1(J)-1)
CALL D02(NKI,N,KK1,KK,O)
CALL D02(NPI,N,KPR,L,0)
IF(NP-M) 3,3,4

3 Nz1-NKI
GO ТО 5

4 CONTINUE
5 IPS(I+1)-IGP(NPI+NPK*(NZ1-1»

IF(IPS(I+1).GT.O) GO то 30
MSR-I
GO ТО 31

30 IF(IST-2) 6,1,1
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6 DO 7 J a 1,N
7 IZ(J)-=-:1

DO 8 I2 c 1,N2
DO 9 J-1,N
KPZ(J)-KP1(J)+IZ(J')
IF(KPZ(J).GE.1.AND.KPZ(J).LE.K(J» GO ТО 20
IF(I.EQ.1) GO ТО 10
IST-1
GO ТО 10

20 CONTINtJE
AB(J)-SP(J,KPZ(J»
KK1(J)-(KPZ(J)+1)/L(J)+1

9 KPR(J)-KPZ(J)-L(J)*(KK1(J)-1)
·CALL D02(NKIZ,N,Kt1~KK,O)

CALL D02(NPI,N,KPR,L,O)
CALL FG(N,AB,II)
IF ( 11) 1 О, 17 , 1 О

17 IF(NKI-NKI2) 12,11,12 .
11 ~Z2·NZ1

GO ТО 16
12 IF(NP-M)13,13,14
13 NZ2-NKI2

GO 10 16
14 DO 15 J-1,NZ

NZ2-J
IF(NKZ(NZ2)-NKI2) 15,16,15

15 CONTINUE
16 IF(IPP(NPI+NPK*tNZ2-1»-2) 10,18,10
18 IST-2

GO ТО 1
10 IZ(1)-IZ(1)+1

DO 21 J-1,N
"IF(IZ{J)-1) 8,8,23

23 IZ(J)--1
IZ{J+1)-IZ(J+1)+1

21 CONTfNUE
8 CONTINUE
1 coNTINUE

WRIТЕ(З, 101) о

101 FORMAT(6X, 'NOT ENOtJGH MEMORY FOR OPTIMISATION')
31 RETURN

END

SUBROUTINE D02(NP,N,K,KM,I)
DIMENSION K(N),KM(N)
WRIТЕ(З,201)

2010 FORMAT( БХ, 'D02 1)
IF(I)1,1,2
NP-1
DO 3 I1-1,N
CALL D01(KM,I1-1,LP)

3 NP-NP+LP*(K(I1)-1)
GOTO 4 •

2 N1-Np·
DO 5 I1-1,N
I2-N-I1+1
CALL D01(KM,I2-1,LP)
k(I2)-{N1-1)/LР+1

5 N1-N1-LP*(K(I2)-1)
4 RETURN

END
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SUBROUTINE D01(L,N,LP}
DIMENSION L(N)
WRIТЕ(З,201)

201 FОRМАТ(БХ, 'D01 1
)

LP-1
IF{N) 1', 1 ,2

2 DO 3 I-1,N
Э LP-LP*L(I)
1 RETURN

END

3.4. Оптимизация дискретных' динамических систем

Пусть детерминированная дискретная система описывается нелинейными раз­

ностными уравнениями

x(k+ I)=fk [x(k), u(k)], (3.1 i)
где k=O, ... 1 N-l - дискретные моменты времени изменения состояния системы,

а х(О) и N заданы. Все x(k) (k=O, ... , N) представляютсобой n-мерные векторы, век­

тор управления u(i) (i=O, ... , N -1) т-мерный.

Пусть критерий качества динамической системы (3.11) задан в виде функ­

ционала

N-l

J = LN[x (N)] + ~ Lk [х (k), u (k)]
k=Q

(где Lk(k=O, ... , N) - некоторые скалярные функции), который надо минимизиро­

вать при отсутствии ограничений на вектор' управления u(k) (k =0, ... , N - 1).
Введем последовательность n-мерных векторов "ф(k) (называемых функциями

влияния) и скалярных функций Hk
: .

Hk = Lk [х (k), u (k)] + 'ФТ (k) fk [х (k), u (k)] , k = О, ... , N - 1.

Чтобы определить последовательность оптимальных значений .вектора управ­

ления u(k) (см. § 3.3), которая соответствует стационарному значению критерия J,
необходимо решить следующую систему разностных уравнений:

[
_ afk lT [_aLkJT

1J'(k) = дХЩ] 'Ф(k + 1) + дX(k)]

(3.12)

(3.13)

(здесь и в дальнеишем будем предполагать существование всех необходимых про-.

изводных). Вектор u(k) находим из условий

aHk aLk a/k

au(k) = au(k) +'Ф
Т

(k+l) au(k) =0, k=O, ...,N-l. (3.14)

Полученная разностная задача (3.12) - (3.14) называется двухточечной гра-·

НUЧн'оU. Граничные условия для комплектующих ее уравнений разделены: х (О)

задано в начальный момент 1=0, а ~(N).=[дLNjдх(N)]f- в конечный момент t=N.
Чтобы критерий качества J достигал локального минимума на некоторой
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Здеtь

последовательности J, дополнительно к условию aHk /au (k) (3.14) ДОЛЖНО еще

ВЫПОЛНЯТЬСЯ' и условие неотриц~тельности дифференциал~ второго порядка от J

(зJ5)

гд~

afk afk

dx (k + 1) = дх (k) dx (k) + au (k) du (k); dx (О) = О.

Решение задачи (3.12)-(3.14), удовлетворяющее условию (3.15), и будет

искомым оптимальным управлением.

Усложним задачу (3.12)-(3.14), предположив. что на фазовые координаты

в конечный момент времени N наложено дополнительное ограничение

G[x(N)J = О, (3.17)

где G-некоторая'q-мерная векторцая функция (q~n).

~BeдeM B~KTOP 'V дополнительных множителей и составим выражение ДЛЯ рас­

ширенного критерия качества:

N-I

I=LN[x(N)] +VT а[х(Лt}l + ~ {Lk[x(k),u(k)] +
k=O

+ фТ (k + 1) [fk [·х (k), u (k)] - х (k + 1)]}. (3.18)

Если ввести скалярную последовательность

и скалярную функцию

то· выражение для расширенного критерия J (3.18) можно предсгавить в виде

N-I

l=Ф[х(N)] -,рТ(N)х(.N)+ ~ [Hk-,рТ(k)х(k)]+ нО. (3.19)
k=1

Оптималь'ное управление u(k) (k = О. ..., N-l) находим из условия стационар­

ности критерия Т, которое можно выразить с помощью следующих соотношений:

(3.20)
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а также

причем

Т (k)= aL
k

т af
k

. _
'Ф дХ(k)+'Ф (k+ 1) ax(kY k-O, ... , N-l,

aLN Т aG
'1>(N) = ax(N) + v ax(N)·

(3.21)

(3.22)

Следовательно, синтез оптимального управления сводится к решению уравнений

двухточечной краевой .задаflU (3.20) -'- (3.22). Искомыми неизвестными являются:

вспомогательный q-мерный вектор v; последовательности вспомогательных n-мерных

векторов (функций влияния) 'Ф(О)•... , 1j)(N), m-мерныIx векторов управления u (О), ...,
u(N - 1), n-мерных Bel{TOpOB фазовых КОQрдинат х(О), ... , x(N).

Таким образом, система (3.20)- (3.22) содержит N (2n+m) + n+q неизвестных

и столько }I{е уравнений, а система (3.12)-(З.14)-N(2n+m)+nнеизвестных и

столько }ке уравнений для их определения. Соотношения (3.20) - (3.22) дают не­

обходимые условия оптимальности· и требуют дополнительной проверки (3.15).
Задачу ~d.20) - (3.22) можно решать последовательно слева направо, если

выразить 'Ф(k + 1) через 'l>(k) и x(k):

[ дL k 1 [ afk 1- I
'Ф

Т (k ~ 1) = 'Ф
Т (k) - дX(k)J дX(k)J . (3.23)

·Однако вычисление обратной матрицы [afk jax(k) ]-1 занимает значительное время

даже при использовании быстродействующих ЭВМ. Алгоритм решения задачи,

который не требует вычисления этой матрицы, предложен в [20].
1. Задается начальная последовательность управлений u(k) (k=O, ... , N-l) и

решается система (3.12) последовательно слева направо. На ка>кдом k-M этапе

запоминаются значения x(k+ 1), а таl{же фи·нальное значение G[x(N)].
2. ~адается начальное значение вектора v ·и решается система (3.21) последо-

вательно спрара налево. При решении используются значения векторов u(k) (я = О,

... , N-l) и x(L) ([=0, ... , N), полученные в п. 1.
Параллельно с решением системы (3.21) запоминаются значения ~Hk /au(k)

и· решается система следующих рекуррентных уравнений:

S (k) = Zxx (k) - Zxu (k) Z~ 1 (k) Zux (k), k = N - 1)... , О,

rAe

a2 Hk [~T [. _~
Zxx (k) = дх (k) дх (k) + ~ S (k + 1) дX{k)]

a2 Hk ~T ~
Z.x (k) = ди (k) дх (k) +[ дiI(k)] S (k +1{ дX(k)]
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Zxu (k) = [ Zux (k)] Т;

д2 Н2 [~T [~
IUU (k) = д" (k) aU (k) + дUWJ S (k + 1) дU1kП

R.(N)=[ ~ ;
- "(1Х] х==х(Н)

Q'(k) = Q (k + 1) - RT (k + 1)[ iJ:~kk)~ т Z;;;) (k) :~ R(k + 1). k = N - 1, .... О;
Q(N) = О;

afk
h (k) = дх (k) h (.k + 1) + Zxu (k) D (k). k = N - 1, ... , О ;

_ Bfk aHk

D (k) = Zuu
l
(k) au (k) h (k + 1) - d .Bu (k) ; h(N) =0,

[
~T

g(k)=g(k+l)-RТ(k+l} дU(k)] D(k). k=N-l.· ...,О, g(N)~O.

Для ка>кдого k запоминаютСя Z;;ul (k), Zux (k), Z;;ul(kXafk jau(k»R(k + 1), D(k).
О(О) и g(O). .

3. Производится попытка ВЬJбрать такое значение dG, чтобы приблизиться к

требуемому условию G[x(N)]=O~ Обычно dG выбирается в виде dG=~G[x(N)],

где б-некоторая константа: О<б~.l. Запоминается dv=[-Q(o)]-I [dG-g(О)].
4. Итеяативно повторяются ПП. 1-3, чтобы улучшить значения послеДОВCJтель-

насти векторов управления u(k) (k=O, ... , N-I) и вспомогательного вектора v по

формулам

U J10B (k) = UCT + du (k), k = О, ... , N --:- 1,

V II08 = 'VCT + dv,

где [
afk

du (k) = - Z;.I (k) Zux (k) dx (k) + au (k) R (k + 1) dv +
afk _aHk 1+ au(k) h (k + 1) - d дU(k)] . I

ох (k) == [х (/г)] НОО - [х (k)] СТ' 'k == О,,,., N - 1.
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а значение приращения dv на каждой итерации определя~тся в п. 3. Указанный

итеративный процесс заканчивается по н"аступлении событий

110 [x(N)JlI < 11.; ffi
k
8X 11 д~~:) 11 ~ 112'

где l)1, б2 ---,- некоторые константы точности, а 11·11- символ нормы рассматриваемой

величины (например, сумма абсолютных значений компонентов вектора G[x(N)]
или матрицы апk/дu(k)).

в за~лючение остановимся на рассмотрении задач с более широким классом

ограничений. Пусть на траекториях дискретной системы (3.9) заданы скалярные

ограничения типа неравенств

Ck[x(k), u (k)] ~ О, k = О, ..., N. (3.24)

Одним из самых простых и' ~CTeCTBeHHЫX подходов к реш~нию сформулированной

задачи является метод штрафных функций, состоящий в преобразовании критерия

(3.3) путем введения дополнительного слагаемого

N .

J = J +:~ ~ {Ck[x(k),u (k)]} 2 Е( C~,
k=O

в .котором J.t - положительная константа, а функция E(Ck) = О, если Ck <О, и

E(Ck ) = 1, если Ck~O. С помощью соответствующего выбора константы можно

добиться приближенного удовлетворения ограничений (3.24). в то же время при

использовании метода штрафных функций сходимость к оптимальному решению

бывает достаточно медленной [20].
Другие подходы к решению задач синтеза оптимального управления дискрет­

ных динамических систем с ограничениями типа (3.24) можно найти в [29, 39].

3.5. Оптимизация HenpepbIBHblX динамических систем

Предположим, что детерминированнаянепрер,ывная динамическая система опи­

сывается. нелинейными дифф~ренциальнымиуравнения.ми

х = f [х (t), u (t), t], to~ t~ tк' (3.25)

(3.26)

где .to, tK и x(to) заданы; х(t)-n-мерный вектор состояния системы; u(t)~m-мерный

B~KTOP управления.. '
"'Предположим далее. что качество функционирования системы (3.25)опреде­

ляется критерием

t
K

J = Lk [ Х ( tJ' tJ+ ~ L [х (t), u (t), t] dt,
10

который необходимо минимизировать (Lk И L - некоторые скалярные фу:нкции).

Рассмотрим два случая.

1. Ограничения на Be~TOpы состояния системы (3.25) и управления отсутствуют.

Введем вспомогательный критерий качества
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lи

J= L~[ х( tK ), tK ] + ~ L [х (t), u (t), t]+
10

+ ,!>Т (/) {f [х (/),·u (/), t] - х} dl, (3.27)

где W(t) -n-мерный вектор вспомогательных переменных (функция влияния). Введем

такжегамильтониа н

н [х (t), u (t), '1> (t), t] = L [x·(t), u (t), t] + ,!>Т f [х (t), u (t), t]. (3.28)

Подставляя выражение (3.28) в (3.27) и интегрируя по частям, получаем:

t K •

+" ~ ,{ Н.[х (t), u (/), [] + фТ (t) х (t)} dt.
10

(3.29)

Вектор оптимального управления находим из условия стационарности J<рите­

рия J, которое можно записать с помощью следующих уравнений Эйлера­

Лагран>ка:

х = f (x,u,t), (3.30)

(3.31)

(3.32)

последнее уравнение, эквивалентное условию aH/au=O, служит для определения

u(t).
Таким образом, задача синтеза оптимального управления непрерывной дина­

мической системы (3.25) сводится к двухточечной краевой задаче (3.30) - (3.32).
Граничные условия в ней разделены: x(to) задано в начальной точке to, 'Ф(t к)=

=[dLkjaxy - в конечной точке [К.

Чтобы обеспечить локальный минимум критерия ·I<ачества J, условия aH/au=O
недостаточно; необходимо, чтобы вторая вариация б2J при выполнении условия

х =f(x. u, /) была неотрицательной для всех бесконечно малых значений вариации

управления:

(3.33)

где

(3.34)
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при условии б(к - f (х, u, t» = о. что ЭI<:вивалентно следующему уравнению:

d Bf. af
ж(бх) = ах бх + au бu , БХ( t~ = о, (3.35)

(где cSu ~ вариация управления u(t)].
Усложним решаеМУJО задачу, предположив, что в конечный момент времени

tK задана некоторая q-мерная (q~n) функция G от фазовых координат x(tK):

(3.36)

Присоединим систему q алгебраических уравнений (3.36) к критерию I<ачества

(3.26). введя q-мерный вспомогатеJi'ьный BeJ<TOp 'V. Расширенный критерий каче­

ства J будет иметь следующий вид:

t
K

J = Lk [ Х ( t ~ • tк] + vт G [ х ( tК) •tK] + ~ {L[ х (t). u (t). t] +
[о

+ ",тl f (х (t), u (t). t) - х]} dt. (3.37)

Необходимые условия стационарности критерия 1, совпадающего с. J на реше­

ниях системы (3.30) --(3.32) :

х = f (x,u,t),

. [~T [~'1>= - дХ] 1l>- дХ]

[
~ т =[ _~ т 1l> +[ ~ т = '0.
дU] дU] дU]

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Гамильтониан iI определяется по формуле (3.28). Граничные условия разделены:

в начальный момент времени to задан вектор x(to) , в конечный момент времени -tк

заданы следующие условия:

(3.41)

(3.42)

а.( ~(tK)' tK] = о.

Начальный вектор x(to) , а также соотношения (3.41) определяют 2n -1- q гранич­

ных условий решения задачи- (3.38) - (3.40) .
Наиболее часто встречающимся на практ-ике условием является разрешимость

уравнений (3.36) относительно переменных- X,(tK) , ... , xq(tK). В этом случае

[
Xt(t) -X~]

G[ x(tK ). tK ]= .: k = О,
xq(tJ -хч

где xt, ..., х: - Hel<oTopbIe заданные величины. Необходимые условия .для оптималь­

ного управления задачи (3.38) - (3.40) с функцией G[x(tK) • .tK]' удовлетворяющей

(3.42), следующие:
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(
.~ т +( BL~ т = О

Bu7 1}> Bu7 '

. (Bf) т (дLJ. т
1}>= - дХ) 1}>- 7iX} ,

(
aL

k
) •'Ф,( IJ = дХ ,t= q + 1,..., n.

1 I=/
K

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

в системе уравнений ·(3.43) - (3.45) n неизвестных условий -ф(lо) и n не заданных

терми нальных условий

Соответственно этому можно разработать алгоритмы решения задачи (3.43)­
(3 ..45), основанные напоследовательны.х J:lэменениях' векторов либо 'I>(to) I либо '1'.
Приведенный ниже алrоритм, Н8э"анный алгоритмо~ ·nереходн.оЙ матрицы, использует

процедуру последовательного выбора 'Ф(tо).

1. Выбираютс'я некоторые приближения для начального значения вектора
чувствительности 'ф (/0) .

2. Из соотношения (3.43) определяется вектор управления u(t). ИнтегрируSJ

уравнения (3.38) и (3.39) от to доtv" определяются 'Ф(t) и x(t) (to~ t~ tK). Запомина­

ются x.(tl(), ..., xq(tK), 'Фq+ .(tK)' ••• , 'Фn (tK).
3. Определяются элементы переходной М8~РИЦЫ [дS(tк)/д'Ф(t о )"]:

бх.(tJ

БХq ( tJ aS ( tJ
IIS(tJ = IIФн((t) =~lIф(t~.

4. Стараются приблизить .значения S(tK ) к желаемому Sk, выбрав новое зна­

чение вектора БS(tк)= -е[S(tк)-SkJ, где в - некоторая константа (O~e~ 1).
5. Вычисляется обратная матрица [дS(tк)/дф(tо)]-·, а также цовое приращение

бф(tо) =[aS (tK) /дф(tо) ]-lб8 (tK).
6. Повторяются ПП. 1...0..-5, при этом в каждом цикле изменяются значения

'Ф(tо) по формуле 'Ф(10)Н08 ='Ф(tО)ет+ б'Ф(tо) до тех пор, ПОI<а не будет выполнено условие

11 S(tK) - SK 11 ~у (у - заданная точность вычислений; 11·11 -. СИ.МВОJ{ .некотороЙ но·рмы

вектора S(tK) - SK)'
П·риведем два KOHKpeTHp1x метода вычисленияпереходнойматрицы aS (tK ) /д-ф (to) .

Первый основан на непосредственном рещении систем уравнений (3.38), (3.39),
которое првторяется·n раз. При проведении каждой i-й (i= 1, ... , n) процедуры реше­

ния i-й компонент вектора ,влияния 'Ф(tо)-'Фi(tо) получает ПРliращение б'Ф~tо) отно­

сительно опорного значения 1I>(to) (вычисленного в п. 1 или 6). Второй метод-
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определение единичных решений системы - основан на n-кратном решении си­

стемы 2n линейных уравнений, описывающих возмущения системы (3.46):

бх = А (t) бх - В (t) б'Ф;

б,f> = - С (t) бх - АТ (t) б'Ф,

где A(t) =fx-fuН~IНuх; B(t) =fuH~I~; C(t) =Hxx-НхuН~IНuх; бх(t) и бф(t)­

возмущения величин x(t) и 'Ф(t) , вызванные возмущениями начального со­

стояния 6x(to) и 6ф(tо). При каждом i-M из n решений уравнений (3.47),·
(3.4~) i-й компонентвектора 6'Ф(tо) устанавливаетсяpaBHЫ~ единице, а остальныеком­

поненты 6'1'(10), как и все компоненты ox(to) ,-нулю. Данный метод определения пере­

ходной матрицы (3.46) несколько более точный, чем метод непосредственного решения

системы (3.38), (3.39) J но требует решения дополнительной системы уравнений возму­

щенного движения, что увеличивает время счета. ,
2. Ограничения заданы в виде неравенств на фазовые и управляющие пере­

менные на интервале [to, tK ]:

С(х, u, t)~O. (3.49)

(3.50)

Критерий качества системы J может быть модифицирован путем введения дополни­

тельного слагаемого (штрафа)

t x

J = J +11 ~[c (x,u,t)]2 Е (С) dt,
to

где J.L и Е имеют тот }I{e смысл, что и в § 3.2.
Метод интегральных функций позволяет достаточно просто получить прибли­

женное решение задачи синтеза оптимального управления при наличии ограни-­

чений (3.49).
Другой подход к данной задаче состоит 'в учете ограничений (3.51) при со­

ставлении гамильтониана системы

где Д~O, если с=о, и д=о, если с<о. В этом случае уравнения Эйлера­

Лагранжа принимают вид

.Т { - Lx - 'ФТ .fх - 'АСх' если С = о,
'Ф=-Н= .

х _ Lx - 'ФТ f
Xf
если С < о.

Оптимальное управление определяется из необходимого условия экстремума 'Н

(3.51)

При решении задач с ограничениями (3.49) может оказаться, что оптимальная

Iтраектория системы будет находиться какн·а границе допустимой области, так и внут­

ри ее, а само оптимальное уравнение u(t) 'будет иметь разрывы в отдельных гра-

ничных точках [20].
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- 11р..оГРАММА OPTIMA

Назначение: синтез оптимального управления непрерывной динамиi.{~{;КОЙ си­

стемы

x=f(x, u, t), to~ t::;;;;)K'
при начальном условии x(to)=Xo и ограничениях в конечной точке процесса h(tK,
x(tK))=O, g;(tK,X(tK))=O (i= С ... , г). Первое из этих условий - основное, определяет

время окончания процессауправления, остальные ~ дополнительные. В описан­

ной здесь модели х - n-мерный вектор фазовых координат, u - т-мерный вектор

управ·ления, принадлежащий некоторому замкнутому подмножеству евклидова про­

странства Rm
, а O~r<n. Требуется найти допустимое управление. минимизирующее

функционал· качества J = J(tK1 х(tи » (К этому виду с помощью введения дополнитель­

ных фазовых переменных привоД"тся широкий класс функционалов, например

интегральных). допустимым управлением являются кусочно-непрерывные функции.

определенные на [to,. tK ] •

Входные napaltteTpbt:

N - размерность вектора фазовых координат (вектора состояния системы);

М - размерность вектора управления;

R - число дополнительных краевых условий (О~R< N) ;
то - начальный момент времени функционирования системы;

ХО - массив, состоящий из компонентов вектора начального состояния системы

(размерности ХО (N»;
ир - постоянный интервал интегрирования систем дифференциальны~ уравнений;

LL - максимальное число шагов интегрирования (таким образом. длительность

процесса управления удовлетворяет соотношению tK - to~ LL* ИР);

R2 - максимальное число дробления числа а;

ЕО - константа, характериsующая требуемую точность достижения минимума опти­

мизируемого критерия качества (следует задавать не меньше точности интег­

рирования системы, т. е. LL* (НР) З)";

Сl - коэффициент изменения коэффициентов при штрафных функциях (1 <Сl ~2);

С2 - максимальное значение коэффициентов. штрафов.

Выходные параметры:

Аl - массив, состоящий И3 значений вспомогатеЛЬНОI'О критер.ия ./' и коэффици­

ентов штрафа al (i= 1, ... , г): Аl (О) =J', Аl (1) =а/, размерности Аl (O:R). При
обращении к программе элементы Аl (1) (1 = 1, ... , R) заполняются начальными

приближениями коэффициентов штрафа; .
UT - двумерный массив, содержащий значения функций управления процессом,

размерности ИТ (О: LL, М), первый элемент 1(-1 < К) . массива - номер .шага

по времени (1 соответствует момент времени T==TO+I* ИР). второй - ком­

поненты вектора управляющих функций;

К - номер последнего шага интегрирования, соответствующего текущему сформи­

рованному маССИQУ функций управления UT;
ИК - последний нестандартный (т. е. соответствующий моменту окончания управ­

'ления О~ИК~НР) шаг интегрирования;

ХТ - двумерный массив, состоящий из таблицы значений оптимальной траек­

тории системы, размерности XT(O:~L, N), первый элемент - номер шага во вре­

..-. мени, второй - соответствующий компонент вектора состояния;
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G - массив, в. котором находится значение критерия качества (элемент ·0:(0»,
а TaK~e невязки в удовлетворениикраевых условий (элементы G (1), 1= 1•... , R) ~ .
размерности G (O:R) ;

R1 - 'индикатор, указывающий на тип полученного результата:. R1= 1, если про­

цесс итераций сошелся и оптимальное управление с заданной точностью

синтезировано, Rl =2, если процесс итераций сошелся, но не все заданные крае­

вые условия удовлетворяются (в этом случае к~эффициенты штрафа достигают

максимальных значений), Rl =3. если процесс итераций расходится.

Атрибуты всех параметров присвоены или по умолчанию, или· (если требова­

лось употребление другого типа) как указано в тексте самой программы.

При обращении к программе всем перечисленным параметрам необходимо

присвоить соответствующие значений. Массиву ИТ присваиваютсязначения на­

чального приближения, по окончании работы программы в массивеUТ находится

таблица функций оптимального управления. Элемент А.1 (О)-оптимальное зн·аче­

нне расширенного критерия I<ачества, остальные элементы Массива - конечные 'зна­

чения коэффициентов штрафа.

ВСflОАfогательные процедуры: .
FIN (Т, Х) - вычисление функции Il(t, х); FINX(T, Х, ZI), FG(T, Х, Z2),.

OX(G, Х, Z3), FX(T, Х. И, Z4), FP (Т, Х, Р, U, Z5) - вычисление значений мас­

сивов Zl-Z5 соответственно;

НАЛ1 - ВЫЧQ.сление функции управления, максимизирующей гамильтониан Н

системы.

Здесь

Т -. текущее время;

Х - массив (Х (N») вектора состояния системы;

U - массив (U (М» I{омпонентов вектора управления;

р - массив (P(N» СОПрЯ}I{енных переменных;

Z1 - массив (ZI (N» значений частных производных ah(t, X)jdXl фУНI<ЦИИ h;
Z2 - массив (Z2(0:R» значений функций J и gi (i= 1, ..., R)·;

Z3 - массив (Z3(0:R, N» частных производных по Xi (i== 1, ... , N) функций J'
и gj (j = 1, ... , R);

Z4 - массив (Z4(N» компонентов вектор-функции f(x, u, t);

Z5 - массив (Z5(N» значений фУНI{ЦИЙ -аН(t, х, р, u)/aXj (j=I, ... , N), где
11

Н= ~Plfl(t; х, и).
1=1

Программа OPTIMA - модифицированный вариантпрограм.мы OPTIMAL
CONTROL, разработанной на языке Алгол [35.]. В частности,В программе OPTIMA
использованы средства языка ПЛ/l по организации операций с;. массивами, .что·

ПОЗВО•.rIило значительно сократить ее объем по сравнению с программой OPTIMAL
CONTROL.

В основу программы положены итерационные алгоритмы· последовательных при­

ближений в сочетании с алгоритмом штрафных ФУНКЦИЙ (СМ. § 3.6). Для улучшения

ПРОЦЕ:сса сходимости к оптимальному управлению предус~отрена реализация сле­

дукfщего приема.

Пусть u(l) (t), .". U(/) (t)....-последоВателЬНосТЬ приближений к функции опти­

мального управления; Ф - оператор вычисления нового приБЛИ>I<ения: 11(/+ I)(t)==
== ф[u(l) (t)]. причем U(/) (t) построены на основе указанных алгоритмов.
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МОДИФИI<ация итерационного процесса порождения последовательности u(i) (t)

[35Т;

{

U(/) (t) при to~ t < (,
U(I+I) t - .

( ) - (1 - а) U(/) (1) +rxФ [U(/) (t)] при t' ~ t :е;;;; t
K

•

Величины а, t' подбираются так, чтобы уменьшить значение критерия ка­

чества J. Число (Х, изменяется от начального значения 1 до предельного 2-R2 (R2~O)

с помощью деления пополам. Область изменения переменной t' - весь отрезок

[to, tK], причем начальнd"е значение t' есть to. Если на очередной итерации при ,ка­

ких-либо (Х, и t' не .обеСпечивается уменьшение )<ритерия J, то сначала а уменьшается.

последовате.[IЬНЫМ делением пополам. Если это ·не приводит к успеху, то значение а

восстанавливается в первоначальное а= 1, интервал [t', tK ] сокращается вдвое и

снова подбирается нужное значение а. На последующих итерациях устанавли­

вается а= 1, а отрезок [t', tK ] либо сохраняется пре}I{НИМ, либо увеличивается по

заданному "равилу.

Для интегрирования исходной и сопряженной систем дифференц·иальных урав­

нений в программе OPTIMA применяется метод Эйлера с постоянным шагом.

Момент окончания процесса t K определяется l<aK приближенный .корень уравнения

h(tKt x(tK))=O. Остальные краевые условия удовлетворяются с помощью применения

метода штрафных ФУНКЦJ:lЙ.Коэффициенты штрафа (начальные значения которых

задаются при обращении к программе) изменяются в ходе работы самой про­

граммы в зависимости от характера нарушения ограничений. Если задача синтеза

оптимального управления содер>кит ограничения на фазовые переменные, то их

можно учесть аналогично с помощью добавления ФУНКЦИЙ штрафа к критерию J.
При практическом применении программы OPTIMA в продедуре НАМ необхо­

димо обеспечить обращение к процедуре, осуществляющ~й ПОИСI{ максимума га­

мильтониана Н системы. В J{ачестве таких процедур МО}l{НО предположить программы

нелинейной оптимизации (см. гл. 6).
ПРUАlер. Пусть дана система

XI=X2,

Х2= -XI+UI+U2,

Хз= -и~

с начальными условиями [о =п/2, XIO= 1,5, Х20= 1+п/4, хзо=3п/4. Критерий каче­

ства принят в виде J = -хi(lк)/2=(2+п/2)хз (t K). Задавалось ограничение X~(tK)=O.
Требуется найти оптимальное управлецие U=(UI, и2), минимизирующее ФУНI<ЦИО­

пал J.
Получено оптимальное значение Jopt= -25,49 на ЭВМ EC-I050.

OPTIMA: PROCEDURE(M,R,N,K,LL,R1,R2,HP,HK,TO,A1,
EO,C2,C1,E,XT,XO,UT,G,FIN,FX,
FP,FG,HAM,FINX,GX):

DECLARE
(FIN,FX,FP,FINX,HAM,FG,GX),ENTRY,
E(*),XT(*),XQ(*),A1(*),UT(*,*),G(*)'
DI:CLARE

(R,R1,R2,B1,B2)
I'IXBD BINARY,
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82

(ЗЗ,З31)

FLOAT DECIMAL, В FLOAT DECIMAL(9);
BEGIN;
DECLARE
(x,X1,Z,Z1,P) (N)",
U(И) ,аТ1 (O:R),
GRAO(0:R,N),UT1(O:LL,M):
Q1 a 2**R2; Q2-Q1-1: ОО-1.5/01; R1-0;
DO I-1 ТО R;

IF A1(I) > С2 THEN A1(I)-C2:
END:
LЗ.О; L1 a O; LaO;
L2-LL+1: В2-1:

ХТ( о.. *) -хо (*);
МЕТ2:В1-1; 8,НК,Н-НР;

Х(*)"ХТ(LЗ,*):

Т-ТО+LЗ*Н; A-FIN(T,X); К-LЗ+1;

IF L - О THEN
О(*)-ОТ(О,*·) ;

ELSE
tJ(*)-UТ1(LЗ,*);

MET3:IF К - L2 THEN­
DO;
R1.З; GO ТО МЕТ5:

ENO;
CALL FX(T,X,U,Z); Т-Т+Н;

Х1-Х+И*Z;

О(*)-ОТ(К,*):

CALL FX(T,X1,U,Z1):
Х-Х+О.5*И*{Z+Z1);

З-FIN(Т,Х);

IF АВВ(В) > Е(О) ТВЕН

00;
IF в > О THEN

DO;
IF В1 - 1 ТИЕN
DO;
ХТ(К,*)-Х(*);

Т1-Т; А-В; К-К+1;

GO то МЕТЗ; .
END;
8-0.5.8; НК-ИК+S;

END;
ELSE
DO;·

81-0; 8-0.5*8; НК-НК-В:
END';
Н-НК: З-К-1; Т-Т1;

X(*)-XT(J,*);
U(*)-UT(J,*);
GO ТО МЕТЗ;

END;
ХТ(К,*)-Х(*);

CALL'FG(T,X,G);
IF R1 - 3 THEN
DO;
L,L1,LЗ-О; R1--1: GO то МЕТ4;

END;
МЕТ1: JJ-G( О):

РО 1-1 ТО R;
JJ-JJ+G(I)*A11I)*G(I);
END;



IF а1-2 THEN GO то МЕТ5;

IF R1-1 THEN
DO;
R1~O; GO ТО МЕТб;

END;
IF 82 • 1 THEN
DO;
82-0; ЗЗ1 кЗЗ+2*ЕО;

END;
IF ЗЗ < 3З1 THEN
DO;

DO I-L ТО LL;
UT1(I,*)-UT(I,*);

END;
IF JJ ) JJ1-EO THEN
DO;
IF L - О & Q > 0.9 THEN

МЕТб: DO;
81,82-1;
DO,I-1 ТО R;

IF ABS(G(I» ) E(I) THEN
DO; ,

B-C1*A1(I); 81-0;
1F в < С2 THEN
D'o; ,

A1(I)-S; 82-0;
END;

END;
END;
1F В2 - 1 THEN
DO;
IF В1 к 1 THEN R1 a O; ELSE R1-1;
GO то МЕТ5;

END;
82-1; GO ТО МЕТ1;

END;
IF Q ) 0.9 THEN
DO;

IF L-L1 THEN L,Lt-О;

EL~E L-(L+L1)*O.~-0.1;
END;

END;
IF L-O THEN LЗ-Оi ELSE LЗ-L-1i

JJ1-JJ; К1-К; R1·0;
МЕТ4: О-1;

CALL GX(T,X,GRAD);
CALL FINX(T,X,Z);
S-T-HK; З=К-1;

Х(*)-ХТ(3,*);

CALL FG(S,X,GT1);
S-O;

DO 1-'0 ТО R;
.GT1(I)-GT1(I)-G(I);
END;
DO 1-1 ТО а;

S-S+A1(I)*GT1(I)*G(1);
END;
В- (S*2+GT1"(O) ) /А:
DO 3-1 ТО N;
В-О;

DO 1-1 ТО а;

8-B+A~(I)*GRAD(I,J)*G(I);
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END:
F(J)-S*Z(J)-GRAD(O,J)-2*B:
X(J)-XT(K,J):

END': .
U(*)-UT1(K,*):
T.TO+(K-1)*HP+HK~ Н-НК:

DO З~К ТО 1 ВУ -1:
CALL FP(T,X,P,U,Z);
CALL HAM(T,X,P,U):
UT(J,*)-U(*);
Х1-Р-И*Z:

Т-Т-:Н: К2-З-1:

Х(*)-ХТ(К2,*):

О(*)-ОТ1(К2,*}:

CALL FP(T,X,X1,U,~1):

P-P-O.5*H*(Z+Z1);
H-tlР:

END:
CALL НАМ(Т,Х,Р,О):

ОТ(О,*)-О(*);

DO З-1 то М:

B-UT(K,J) :
РО' I-K+1 то LL:
UT(I,J)-Bi

END;
.END:

END; . ELSE
DO:

IF ЗЗ> JJ1+EO ! L - О 1 Q ( 0.9 THEN
DO:

IF Q ( аО ТНЕН

"ПО:

IF L < К1 ТВЕН

ПО;

0-1; L1-L:
IF L1 а О THEN LЗаО: ELSE LЗ-L1-1:

L-(L+K1)*O.5+0.1:
DO IaL1 то ·L-1:
UT(I,*)-UT1{I,*):

END:
DO I-L то LL:

UT(I,*)-Q1*UT(I,*)-Q2*UT1(I,*):
END:

ENDi
ELSE
DOi
ОТ(К1,*)-ОТ1{К1,*}:

LЗ-К1-1: R1-R10+Э:

END;
ЕНР:

EL"SE
DO:

g-O.S*Q:
IF L • О ТНЕН LЗ-О ELSE LЗ аL-1;

Do I-L то LL;
UT(I,*)-(UT(I,*O+UT1(I,*»*O.5:

END;
IEND:

END:
ELSE
DOi

R1-1:



END:·
END ТЕвт;

ОТ"ОТ1;

END;
END;
GO то МЕТ2:

MET5:A1(O)-JJ:
END;
END OPTIMA;

FIN: PROCEDURE(T,X);
DECLARE Х(З);

FF-б.28З19-Т;

RETURN (FF) :
END FIN;

FX: PROCEDURE(T,X,U,Z);
DECLARE Х(З),U(2),Z(Э);

Z(1)-X(2); Z(2)--X(1)+U(1)+U(2);
Z(З)--U{2)*U(2);

END FX;
FP: PROCEDURE(T,X,P,U,Z);

DECLARE Х(З),U(2),Z(З),Р(З);

Z(~)·O; Z(1)ap(2}; Z(2)--P(1);
END FP;

FINX: PROCEDURE(T,X,GH);
DECLARE Х(З),GН(З);

GH-O;
END FINX;

НАМ: ~ PROCEDURE(T,X,P,U);
DECLARE Х ( 3 ) , р ( з ) ,u(2 ) ;
U{1}-SIGN(P(2»; U(2)-Р(2)/(2*Р(З»;
END НАМ;

FG: PROCEDURE(T,X,G);
DECLARE Х(З),G(О:1);

G( О ) - - х (1 )**2/2 - 3 •57 О8*Х ( 3 О': G( 1 ) • Х ( 2 ) ;
END FG;

GX: PROCEDURE(T,X,GG):
DECLARE Х(З),GG(О:1,З);

GG(0,1)--X{1); GG(О,З)--З.5708;

GG (-о , 2 ) -1 : GG ( О , 2) , GG ( 1 , 1 ) , GG ( 1 , Э ) - о ;
END GX;

TEST PROCEDURE OPTIONS(MAIN);
DECLARE R FIXED BINARY;
М-2; а-1; N-Э; LL a 100;
BEGIN;

DECLARE XT(O:LL,1:N),UT(O:LL,1:M),
XO(N),(G,E,A1)(O:R),
(R1,R2) FIXED BINARY;

ХО(1)-1.5: ХО(~).1.185З98; ХО(З)-2.З5б194;
Е(О)-0.ОО1; Е(1)-О.О5; А1(1)-1;

DO к-о ТО LL;

UT(K,1),UT(K,2)-1;
END;
R2-5; НРа О.О4712Э9; ТО-1.5708;
ЕО·О.001: С2.40; С1"а2;

CALL OPTIMA(M,.R,N,K,LL,R1,
R2,HP,HK,TO,A1,
ЕО,С2,С1,Е,ХТ,

XO,UT,G,FIN,
FХ,FР,FG,НАИ,FINХ,GХ);
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3.6. Синтез оптимального управления методами математ·ичеекогд

программирования

Подавляющее большинство задач' синтеза оптимального управления реальных

динамических систем решается с помощью быстродействующих ЭВМ. Это ПРИВОДИТ

К неизбежному сведению задач оптимизации непрерывных динамических систем "l{

дискретным. Таким образом, появляетсяво~можность решить исходную задачу,

привлекая хорошо разработанные методы теории математичеСI<ОГО программиро­

ваниg.

Пусть нелинейная динамическая система описывается разностными уравне­

ниями

х (k + 1) = fk [Х (k) u (k)] , (3.52)

где х (О) - начальный вектор состояния. Пусть задана система (вообще говоря,

нелинейных) скалярных ограничений Ck[x(k), u(k) ]~O (где k=O, ...., N-:l, а N фИК­

сировано). Как и прежде, вектор х-n-мерный, а и-т-мерный. Пусть эффектив­

ность функционирования системы (3.52) описывает критерий качества

N-I

J~LN[X(N)]+ ~ Lk[x(k),u(k)],
k=O

который следует минимизировать.

Введем у - вектор оптимизируемых параметров размерности N(n +Пl):

уТ = (х (1), ... , х (N); u (О), ... , u (N - l)}.

(3.53)

(3.54)

Пусть также G-(Nn+N)-~ерный Bel{TOp функций, входящих в систему огра­

ничени~

х (1) - fO[x (О), u (О)]

а(у)= x(N)-fN-1[х(N-l),u(N-I)]
СО [х (О), и (О)]

CN - 1 [х(N-l),u(N-I)]

Таким орразом, задача ОП1.'имаЛЬ\JОГО управления системой (3.52) целиком свелась

к задаче минимизации функционала F(y)=J на множестве допустимых значений

{G(y)~O}:

F (у) ~ min, у Е D = (у : G (у) ~ О}, (3.5'5)

т. е. к стандартной задаче математического программирования с ограничениями

типа неравенств. Аналогично могут быть сведены к задачам математического про­

граммирования и другие" задачи оптималь'НОГО управления (с заданными в отдел~ные

моменты времени значениями фазовых координат и т. д.).

Для решения оптимизационной задачи (3.55) можно предложить достаточно

больш~е I<оличество эффективных алгоритмов, в частности алгоритмы и программы,
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пр'едставленные в гл. 6, 1. При выборе алгоритма оптимизации исследователь

должен· максимально учитывать специфику задачи. Например, при условии

лине~ности критерия F и ограничений G наиболее эффективно применение симплеКС4

мето.Ца (при отсутствии гладкости у критерия и ограничений алгоритма группы поис­

ковых методов и ·т. д.).

Стандартизация задачи синтеза оптимального управления в виде задачи

математического программирования (3.55) позволяет разработчику системы в

процессе исследований формировать в виде программ дЛЯ ЭВМ лишь процедуры,

обеспечивающие расчет Функционала качества и функционалов, комплектующих

систему ограничений.

г л. а в а 4.

Оптимапьное управпение с обратной связыо

Пусть целью управления является перевод динамической системы

x=f(x, u, t) (4.1)

из некоторого начального состояния x(to) в конечное, определяемое терминальными

ограничениями

(4.2)

где tK - время окончация процесса управления, которое либо фиксировано, либо не

задано явно и определяется выполнением некоторых условий. При этом система

должна удовлетворять некоторым свойствам оптимальности.

Управление, определяемое как функция данной текущей точки

u(t) = u[x(t), t], (4.3)

называется управлением с обратной связью.

Можно выделить С.JIедующиЙ основной класс задач, решаемых в теОРИIi упр~в­

ления с обратной связью. Это задачи управления возмущенным движением си­

стемы относительно невозмущенного программного; при этом· целью управления

является удержание сиСтемы в достаточной близости от программной траектории

(в идеале - точно на ней). Естественно, ЧТQ реализовать управление возмущенным

движением практически можно лишь при наличии информации об от~лонениях

системы от программной траектории.

В этой главе рассмотрены алгоритмы синтеза оптимальных регуляторов для

лИнейных и нелинейных систем, 'а также один из возможных алгоритмов решения

задачи аналитического конструирования цифровых регуляторов, т. е. синтеза про­

грамм работы вычислительных устройств, призваНННIХ осуществлять управление

возмущенным движением системы. Включение в контур управления системы Э·ВМ

приводит к необходимости применения преобразователей непрерывных сигналов в

дискретные и. наоборот, дискретных управляющих сигналов на выходе Э.ВМ в .не­

прерывные. Одна из возможных схем системы управления с цифровым реГУЛЯТО4

ром приведена на рис. 4.1.
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Рис. 4.1. Схема системы У.'правления с цифровым регулятором

Линейные системы с обратной связью занимают одно из центральных мест

в современной теории и практике систем управления. Это обусловлено тем, что,

во-первых, мно·гие KOHI<peTHbIe Qбъекты управления с достаточной ·точностью опи­

сываются линейными динамическими моделями, во-вторых, задачи синтеза оптималь­

ного регулятора нелинейных систем МОГУТ быть сведены I{ линейным задачам.

4.1. Синтез оптимального регулятора линейной системы

. Пусть динамическая система (4.1) описывается линейными дифференциальны­

ми уравнениями

i (t) = А (l) х (t) + в (t) u (t). (4.4)

Здесь х-n-мерный вектор состояния; U-Лl-мерный BeI{TOp управления; A(t) и

8(/) - матрицы размера nХ n и nХ т соответственно. Пусть необходимо перевести

систему (4.4) из заданного начального состояния x(to) в Hel{OTOpOe конечное X(tK)
(t K ~··фиксированныЙ момент окончания процесса управления), причем в течение

отрезка времени [/0, ( К ] фазовые координаты x(t) и управление u(t) не дол>I<ны

выходить· за допустимые пределы.

Один из наибол~е простых и эффеI<ТИВНЫХ подходов приближенного решеНI{Я

этой задачи - .использование интегральных штрафных функций. При этом задача

сводится к наХ9.>1<дению такого управления u(t), которое минимизирует критерий ка-.

чества J, определенный для квадратичных форм от вектора I<онечного состояния,

а TalOKe векторов состояния и управ.lIения:

I
K

1 = +[(Х - XJ т S.( Х - х)] 1=,. ++~ (хт Qx + иТ Ru) dt, (4.5)

10

где SK. Q(t) И R(t) - неотрицательно и ПОЛО)l(ительно определенные матрицы; мно­

житель 1/2 оведен для удобства. В дальнейшем без ограничения общности МО>КIfО

считать, что x(tK)==O.

88



Соотношения для оптимального управления системы (4.4) с критерием (4.5)
можно выIJестии з·налогично изложенному в гл. 3:

"aHjau=O.

~т = _ аН/дх,

Здесь Н - га!Мильтониан системы:
1 1

Н = 2ХТ ОХ + ТиТ Ru + '1)Т(Ах + Ви),

подставляя выр~жение (4.9) в соотношения (4.6), (4.7), получаем:

u (t) = - R- J Вт 'Ф (t),

где ~ определяется из решения линейной двухточечной краевой задачи

в которой начальное x(to) и' конечное 'Ф(tк) = SKX(tK ) зн~чения заданы;

= [ А - GR- J GT].
q> -о _АТ

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Для решения системы (4.11) TaK>I<e можно воспользоваться методами. изло­

женными в гл~ 3, т. е. находить переходные матрицы (матрицы фундаментальных ре­

шений) системы (4.11)

x(t) = Ф(t)х(tк );

,ф(t) = A(t)x(tK).

Из соотношений (4.13), (4.14) имеем

х (/) = ~ (t)[ Ф( to) -IJ х( t~;

~ (t) = А (t) [ Ф ( t~ - ') х ( t~ .

Поэтому формула для оптимального управления с обратной связью будет

u(t) = - К( t,t~ х( to),

К( t,t~. =:I [R (.t)] -1"8T
(/) А (t)[ Ф( t~] - t,

(4.13)

(4.14)

(4.15)

где K(t, to) - матрица I<оэффициентов усиления.

Векторное уравнение (4.15) 'представляет собой уравнение дискретного управ­

ления с обратной связью, так Kal{ момент времени /0 можно трактовать как момент

времени предыдущей ДИСI<ретизации траектории системы (4.4). Если to-+[ (что соот­

BerCTBY~T непрерывному поступлению информации о состоянии системы) t то будем

иметь следующий закон н~прерывного управления с обратной связью:
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u (t) = - к (t) х (t), К (t) = [R(t)] - I ВТ"( t) А (t) [Ф (t)] - 1. (4.16)

Так как элементы матриц Ф (t) и Л(t) - величины различных порядков, то при при­

менении на практике -методов построения переходных матриц Ф(t) и A(t) возможна

ощутимая потеря точности решения системы (4.1). в этом случае достаточно

эффективно использование метода прогонки, суть которого состоит в следующем.

Вводится матрица S(t)= л(t) [Ф(t) ]-1. удовлетворяющая следующему вектор­

ному дифференциальному уравнению:

S (t) = - S (t) А (t) - Ат (t) S (t) + SвR- 1·8TS - Q, S( tJ = Sк (4.17)

(урарнения вида (4.17) называют маТрUЧnЫАtU уравnеН,UЯАLU Риккати). Далее урав­

нение (4.17) решается от терминальногомомента tK до начального [о • Из соотношения

'1>( t~ =.s (t~ х( t~

находится вектор 11'(/0)' Так как начальные условия x(to) и 'I>(to) уже известны, то

задача (4.17) превращается в известную задачу Коши, и решение ее достаточнолегко

находится интегрированием системы (4.13) на отрезке времени [to. t K ]. Само же

оптимальное управление с обратной связью вычисляется по известной матрице

S(t) с помощью следующих очевидных модификаций уравнений (4.16):

u (t) = - к (t) х (1), К (t) = [R(t)] - 1 8 т (t) S (t). (4.18)

4.2. Аналитическое конструирование цифровых регуляторов

Предположим, что возмущенное движение системы описывается совокупностью

разностных уравнений [31]

n 11-1

~alx(k+i)=~ bju(k+j), k=O,I, ... , (4.19)
i=O /=0

где а" Ь ; - заданные коэфQ'ициенты (без ограничения общности можно считать,

что аn= 1); Х - выходная координата системы; U - управляющее воздействие (уп­

равляющий сигнал).

Представим уравнение (4.19) с помощью системы разностных уравнений пер-'

вого порядка:

xi(k + 1) = x1(k) +" u(k), Ё= 1, ...• n - 1,

Хn.(k + 1) = - аn _ 1 Хn (k) - аn _ 2 Х" _ 1'(k) -,- ... - ао х 1 (k) + fn и.(k). (4.20)

Коэффициенты уравнений (4.19) и (4.20) связаны соотношениями

1-1',= bn _ i - ~ an-ifi- i' Ё= I, ... ,n.
j= 1

Переменные xi(k) (Ё = 1, ... , n) в (4.20) - координаты состояния разомкнутой си­

cTeMы.

90



(4.21)

Считаем заданным на траекториях движения системы функционал в виде обоб­

щенной квадратической оценки переходных процессов

а также координаты состояния х,{О)=х? (i= 1, ... , n) и управляющийсигнал и(О)=иО

в начальный момент времени.

Задача аналитического конструирования состоит в синтезе аналитического вы­

ражения для управления с обратной связью u(k)=u[x.(k), ... , xn(k) 1, которое обес­

печивает:

перевод системы из начального состояния Xi(O) (i= i, ..., n) в конечное ну.l1евое:

Xi( 00) =0 (i= 1, ... , n), u( 00)=0;
достижение минимума функционала J(u).
Методика решения сформулированной таким образом задачи следующая.

Введем вспомогательный функционал

[(и) = ~ L (k),
-k=О

где L(k) (k=O, 1, ...) - функция Лагранжа:

n n-1

L (k) = ~ [cix~(k) + cu2 (k)] + ~ 'Фj(k)[ x/(k + 1) - X j + • (k) -
i=1 j= 1

-fju(k)] + 'Ф'I(k)[ x,l(k + 1) + аn _. x,l(k) + ... + аОХ 1 (k) - fn и (k)]

(функциональные множители фj(k) называют множителями Лагранжа).

Решение исходной задачи находим из системы уравнений

2с. x.(k) + аО 'Рn (k) + 11>. (k - 1) = О,

n

2си (k) - ~ f/ 'Фj (k) = О, i = 2,3,... , n
j = 1

К которым ну>кно присоединить еще и уравнения (4.20).
Оптимальное управление определяется из последнего уравнения системы

(4.21) :

11

u(k) = dc ~ f,Ф,(k).
j = I

Управляющая функция будет получена в окончательном виде, если выразить

множители Лагран>ка 'ФJ через координаты системы x.(k), "') x,I(k). Решая однородную

самосопряженную систему разностных уравнений (4.20), (4.21) с граничными
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условиями lim xJ{k)=O (j=l, ... , n) u ·liт u(k) ====0, получаем общее реш'ение '[З3]':
k~oo ·k-?oo

x,(k) = 1',,1', zt + ... + 'У"п ,n z:; (4.22)

(4.23)

(4.24)

Здесь "1'.1 и 'k - постоянные, определяемые по коэффициентам системы и из граничных

условий на левом конце экстремалей; Zj (j = 1, n) - корни характеристического

уравн.ения системы

I1(г) =

о '~ " fnz -1 О -2С -2С

=0.

" 'п '~ао a l а2 z1;an - I -2C -.2С

2с, О О О г~' ао

О О О . 2сп О г-' + йп _,

Коэффициенты У" j (i, j=l, ..., 2n) можно определить из матрицы характери·

стического уравнения - величина "(,. j представляет собой значение. минора А (г),

относящегося к i-MY столбцу и· j-й CTpol<e. Зависимости, отражающие связь множи­

телей 'Ф, с координатами системы XJ, можно найти, решив n уравнений (4.22) отно­

сительно величин r,zf:

k . '+ I D" ,+2 Di2 n+k D/n
,,2,=(-.) 7J x ,(k)+(-l) 7J x2 (k)+ ... +(-I) [JXn(k).

9десь D - определитель системы (4.22) (отличный от нуля, поскольку решения

XI, ... , Х" JIинейно независимы); Dij - ОТНОСЯЩJ:lЙСЯ к i-MY столбцу и j-й строке минор

определителя D. Используя уравнения (4.23), после необходимых преобразований

получаем:

'Ф,(k) = РiI Х 1 (k) + ... + Pi,1 хп (k), i = 1,... , n.

Величины Pij определяются по коэффициентам системы (4.22), (4.-23). Следователь­

но, уравнение для оптимального регулятора

n

u(k) = ~ Slxl(k),
1= 1·

где коэффициенты 51 (i= 1, ... , n) вычисляются на основании последовательного

применения вышеизложенной.схемы.

При выводе (4.22) и (4.2З) предполагалось, что корни характеристического

уравнения г; вещественны и различны. Общий случай, характеризующийся нали­

чием комплексных и кратных корней, в целом а"алогичен описанному.

Таким обра'зом, уравнение регулятора (4.24), обеспечивающее минимум

обобщенной квадратической оценки переходных процессов в замкнутой системе,
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IIр~дставляет собой линейную комбинацию кооРДинат Ха, .,., хn.Однако В реальной

си'сте'ме можно измерить лищь выходную координату x(k) (и, быть может, некоторое

число ее ПРОИЗВQДНЬJ)(). Следовательно, чтобы использовать уравнение оптималь·

ного управл'ения (4.24), .требуется пересчитать -3l1ачення неизмеряемых координат

Х2 ••• , хn через значения выходной координаты Х=Ха. Чтобы получить соответствую­

щие значения координат Х2, ••• , Хn, необходимо накопление в течение n - I шагов

(тактов) работы системы информации о значениях последовательностей х(О), ... ,
х(n - 2) и u(О), ..., и (n - 2). .

Предположим, что указанные последовательности получены и эаIlеоены 8 па­

мять ЭВМ. Процесс вычисления в момент времени n-I всех координаlJ' ~a(lt-l),

,.. , хn(n-l) М.ОЖИО о:писать с помощью таблицы: .

J:,(o) Хl(l) :&1(2) ;с, (n-J) :Ll (п-2) J:,(n-I)

;[,2(0) Х2(I) .3:2 (2) J:,z(n-J) ,z2(n-2} zz(n-l)

Ха(О) {X~(1) Ф;I(2)
/ ;f

, ,. ~i1(n-J) tCJ(п-2) fXJ(п-J)
-: . .:/ ·_ '., ' .Jt-

.
, .. :;f : ;f

:/;П-2(О) 3:n-z{l} J:n-2(~"" ;п-2(n-~ 3:П.2(ПУП-2(n-~

J",n-t(oj хn-1 (t) J:n_,(2) , • • :cn_t(n..J) ~n-l(n-l) $n-l(п-I}

,/ ,/,/ ,/ /
:&n(О) ~CIn(I)....::.iCn(2) -+о. • • ~:Еп{п-J)~:Ln(п-l)--:.- iLП{n-!}

где в l-й строке значения выходной координаты системы. В процессе постеперного

заполнения таблицы вычисляются неизвестные э.дементы последнего столбца, KOTq­

рые и являюгся искомыми значениями неизмеряемых· координат x..(n~ 1.).. ... ,
xn{n-l). Порядок последовательныхвычисленийобозначен в таблице стрелками.

Для получения необходимых форму.л вернемся к системе (4.20) и рассмотрим

ее последнее уравнение

Если в Hetwt положить k=O, то имеем

причем все элементы правой части ·известны. Если р предпоследнем уравнении

(4.20) предположить k= 1, ТО

Хn - ) (2) = хn (1) + f,,-, и(1),

где также все элементы правой части уже определены. Следовательно, получеН~1

все элементы 2-го столбца таблицы. Продолжим процесс вычислений: ПQдставив $

(4.2Р) значение k== 1, найдем хn (2), ... и, наконец, x2(n-l.), ... , xn(n-I), на осно..
ванин которых и формируется Э"8КОН управления
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J~

u(n-l)= ~ slx,(n-l).
i=l

При такой организации процесса регулирования система будет неуправляемой

в течение n - 1 тактов (при этом в I<ачестве u(k) обычно используют естественные

шумы системы или другие доступные для восприятия чувствительных элементов·

системы сигналы). Описанный процесс определения неизмеряемых координат

x2(n-l). ~...• x,J(n-l) используется только один раз. С момента .времени t=n си­

стема переходит в стационарный режим. и значения обобщенных координат вы­

числяются непосредственно с помощью соотношений (4.26).
Процедура вычисления неизмеряемых координат. системы аналогична в случае

использования наблюдаемой координаты y(k) и ее производной y(k) [31].

ПРОГРАММА DRG

Назначение: решение задачи аналитического конструирования цифрового регу­

лятора с заданным критерием оптимальности обеспечивает вычисление управляю-

щего сигнала u(k) = ~ SiXi(k) в каждый момент ~ремени k = 0.1, ... при использовании
i=1 .

только выходной координаты x(k) =xl(k).
Программа разработана на языке Паскаль применительнок' см ЭВМ. но может

быть легко перенесена и на ЭВМ другого типа, оснащенные соответствующими I<OM­
пиляторами. Это позволяет применять программу DRG дЛЯ управления различными

технологическими процессами.

Парам.етры:

К - ПОРЯДОI< уравнения (4..1 9) ;
МАХ - максимальное число итераций для определения корней хараl<теристического

уравнения;

ВЕТ - значение коэффициента с;

EPS 1. EPS2, EPS3, ЕТА - точность определения корней характеристического урав­

нения (EPSl - относительный критерий сходимости итерации. EPS2 - абсолют­

ный критерий сходимости по значениям функции, EPS3 - точность определения

корней. ЕТА - критерий точности при наличии кратных корней);

А- массив размера К+l, содержащий коэффициенты а; уравнения (4.19);
В - MaCC~B размера 2К+1. содержащий коэффициенты bi уравнения (4.19);
AL - коэффициенты целевого ФУНI{ционала (размерность К);

F - коэффициенты перехода от исходного уравнения к системе разностных (раз-

мерность К);

Х - массив корней характеристического уравнения (размерность К);

хм - .характеристическая матрица размера К2 *К2, К2= К*2;

GAM, аАМl - значения миноров определителя, относящихея к любой строке,

для которой они не все равны нулю. и к некоторому столбцу (размерность GAM
(21<, К). ·GAMI (К, К));

т - ма~сив искомых значений коэффициентов 5 i (размерности К).

ВСnОАtогательные noanpozpaAtAtbt:
ZEROS - определение вещественных' корней произвольной функции метqдом Мюл­

лера [8];
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FUNC - вычисление опредеЛlIтеля характеристической матрицы;

ALD - формирование алгебраического дополнения характеристичеСI<ОЙ матрицы;

ОЕТ- вычисление определителя ПРОИ380ЛЬНОЙ квадратной матри.цы (см. § 1.1).
Пример. Решение задачи синтеза дискретного регулятора системы с коэф­

фициентами:А(I)= -0,5, А(2) =0,5, А(З)=I; 8(1)=8(2)=8(4)=8(5)=0,5,
8·(3).;:::0. Остальные параметры эадавались следующим образом: К=2, МАХ=20,

ВЕТ=;: 1, AL(I) =AL(2) =0;5; EPSl =EPS2=EPS3==O,Ol, ETA=O,OOl; X(l) =
=Х(2.) = 1, Х(З) =Х(4) = 1.

Расчеты провоДились на ЭВМ СМ -4 в течение 5 с. Получено следующее ре­

шение: T(I) = -1,37; Т(2) = -1.36.

PROCEDURE DRG(K,MAX: INТЕGЕR,ВЕТ,ЕРS1,ЕРS2,ЕРSЗ,

ETA:REAL;A,B,AL,F,X:ATIP;
XM,GAM,GAM1:XMTIP;
VAR T:ATIP);
VAR
I,J,К1,М,К2,И21,К211,L,ММ,INDЕХ,МU:INТЕGЕR,

H,AD,RJM,D,R,XMI1:REAL;
.LABEL 7;
PROCEDURE ZEROS(KK,K1,K2,M,MAX:INTEGER;
ЕРS1,ЕРS2,ЕРSЗ,ЕТА:RЕАL;А:АТIР;ХМ:ХМТIР;

VAR.C:ATIP);EXTERNAL;
PROCEDURE DET(N.: INTEGER;A:XMTIP;
VAR AD:REAL);EXTERNAL;
PROCEDURE ALD(K2,I,J:INTEGER;
XM:XMTIP;VAR A:REAL);EXTERNAL;
BEG1N
К1:-К-1;

M:~K+1;

К2:=К*2;

К21:=К2-1;

К211:-К2+1;

FOR 1:=1 ТО К2 DO
FOR 3;-1 ТО К2 DO
ХМ"( r , J) : - О • О ;
F(1j:-B[K];
FOR 1:=2 ТО к DO·
BEGIN
F[I]:-B[K-I+1];
FOR J:=1 ТО 1-1 DO
F[I]:aF[I)-А[К-J+1]*F(I-J);

END; .
FOR 1:=1 ТО К1 DO
BEGIN
XM[K,I]:=A[I];
XM[I,I+1]:--1;
XM[I+K+1~I+K]:=-1;
XM[I+K,K2]:=A[!];
END; "
FOR 1:-1 то к DO
BEG1N .
XM[I+K,I):=AL[I]*2.0;
FOR J:-1 ТО К DO
XM[I,J+K):z-F[I]*F[J]/(ВЕТ*2.0);

END;
ZEROS(K,K1 ,K2,M,MAX,EPS1", EPS2, ЕРSЗ ,ЕТА,А,ХМ,Х) ;
FOR 3:=1 ТО К2-1 DO
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BEGIN
XMI:-ABS(X[J);
FOR I:-З+1 ТО К2 DO
BEGIN
XMI1:=ABS(X[I);
IF(XMI>XMI1)THEN BEGIN
R: 81X[I] ;
X[I)::::rX[J];
X[J]:-=R;
XMI:=XMI1;
END;
END;
END;
FOR 1:-1 ТО К DO
BEGIN
FOR З:=1 ТО К-1 ~DO

BEGIN
ХМ [ З., 1] : -х [1 ] ;
XM[J+K,J+K]:-1.0/X[I);
END; .
XM[K,K]::::rX[I]+A[K];
XM[K2,K2]:-1~О/Х[I]+А[k);
FOR L:-1 ТО К2 ПО

BEGIN
.Н:-О;

FOR З:=1 ТО К2 по

BEGIN
ALD(K2,L,J,XM,AD);
GAM[J,I]:-AD;
Н: =H+GAM.(J, 1] *GAM(J., 1] ;
END;
IF 8>0.0 THEN GOTO 7;
END;
·7:END;
FOR I:a1 ТО К DO
FOR з:-1 ТО К DO
GAM1[I,J):-GAM[I,J];
DET(K,GAM1 ,D);
FOR MM:z1 то'К DO
BEGIN
Т[ММ] :·-0. О;
FOR З: -1 ТО K·.DO
BEGIN
RJM:-O.;
FOR {:=1 ТО К DO
BEGIN
ALD(K, ММ, 1 ,·GAM1, AD) ;
RJM:-RJM+AD*GAM[K+J,I);
азм: .:R3M/D;
END;

.T[MM):-T[MM]+F[JJ*R3M;
END;
·Т[ММ] :I:ST[MM]/(BET*2.0);
END;
END{*DRG*);

PROCEDURE ZEROS(KK,K1,K,M,~AX:INTEGER;

EPS1,EPS2,EPS3,ETA:REAL;A·:ATIP;XM:XMTIP;
VAR C:ATIP);
VA~ P,P1,P2,XO,X1,X2,R,F,F1,D,E,H,U,V,W,T:REAL;



1, J ,.!{: 'tNTEGJ!;1<;
i,ABEL 1 О , 2 О , 3 о , 4 О ~ 111 , 222 , 3 33 , 777.;
PROC~DURE FONC (К, К1 , К2 , М: "INTEG'ER; R :'REAL;
A~ATIP:XM:XMTIP;VARFD:REAL);EXTERNAL;
BEGIN
FOR К: =r 1 ТО" К2 "DO
BEGIN
J:=O;
Р:·-О.9*С[К];

Р1:-1.1*С[К];

Р2:-С[К] ;
IF с[к]=о.о THEN BEGIN Р:--1;

Р1 :-1;
Р2:::.0;
END;
R:=P; .
GQTQ- 222~

1О: R : =Р1 ; ХО : -F.1 ;
GOTO 222;'
20':;R:~P2;X1:=F1;
GOTO 222;
ЭО:Х2:-F1;D:--О.5;

IF С[К]-О THEN 8:--1 EtSE H:~-0.1*C[K];

111 :E:1+D;
T:-Хр*D*D-Х1*Е*Е+Х2*(D+Е);

О: -'r*Т-4.O*X2*D*E* (XO'*D-X1 *Е+Х2) ;
IF 0<0 THEN О:- ELSE U:-SQRT(U);
V:~T+U;

W:-T-U;
IF (ABS(V)<ABS(W» THEN U:-W ELSE U:-V;
IF(UaO.O) THEN О:-1;

Т:--2*Х2*Е/О;

Н:-Т*Н;

R:aR+H:
IF(ABS(H/R)<EPS1) THEN GOTO ЗЗЗ ELSE GOTO 222;
40:IF(ABS(F1){ABS(X2*10.» THEN BEGIN
ХО:-Х1;Х1:-Х2; .
X2:-F1;D:-T;
GOTO" 111;
END;
Т:-О.5*Т;Н:-О.5*Н;

R:=R-H;
222:J:-J+1;
33З:FUNС(КК,К1,К2,М,R,А,ХМ,F);

WRIТЕLN('Z~~i-');
F1:-F;
IF(J>MAX) THEN GOTO 777;
IF (К> 1") THEN BEGIN
FO~ I:-2·TO К DO

.BEGIN
Е: -R-C[-I-1 ] ;
IF(ABS(E»EPS2.) THEN F1:-F1/E
ELSE BEGIN
R:-R+ETA:GOTO ЗЗЗ;ЕND;

END;
END;
IF (ABS(F)<SPS2)&(ABS(F1)<EPS2) THEN GOTO 777
ELSE ·BEGIN IF (З-1)ТНЕN GOTO 10 ELSE
BEGIN
IF(J-2) ТВЕМ GOTO 20 ELSE
BEGIN
IF(З-З) THEN GOTO 30 ELSE
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tiUTO 40;
END~

END;
END~

777:C[K]:-R;
WRITELN('C[K)',C[K),' J-',J,' к· ,К):

END(*K*);
END~

PROCEDURE· FUNC(K,K1,K2,M:INTEGER;R:REAL;
A:ATIP;XM:XMTIP;VAR FD:REAL);"
УАа I,J:INTEGER;
PROCEDURE DET(N:INTEGER~A:XMTIP;

VAR AD:REAL);EXTERNAL;
B~GIN·

·FOR 1: -1 ТО М DO
FOR 3:-1 то· К1 DO
BEGIN
XM[J,J]:aR;
XM[J+K,J+K]:-1.0/R~

END;·
XM[K,K):-R+A[K];
XM[K2,K2]:~1.0/R+A[K];

DET{K2,XM,FD); о

END(*FUNC*);

PROCEDURE ALD(K2,I,J:IN~EGER;

XM:XMTIP;'VA·R AD:REAL).;
УАа N:INTEGER; .
PROCEDQRE DET( N.: INTEGER; А: XMTIP~
VAR AD:REAL);EXTERNAL;
BEGIN
FOR N.: -1 ТО К2 DO
XM[I,N]:aO.O;
хм [ 1 , J ]-: -1 . О ;
DET(K2,XM,AD);
END( *ALD*) ;

CONST MTIP"5;
ТУРЕ ATIP-ARRAY[1 •• MTIP] OF REAL;
XMTIP-АRRАV(1•• МТIР,1.:ИТIРl OF REAL;
VAR
LP:';['EXT;
A,B,AL,T,F,X:ATIP:
XM,GAM,GAM1:XMTIP;
K,M,I,K2,MAX,J:INTEGERi
ВЕТ,ЕРS1,ЕРS2,ЕРSЗ,ЕТА:RЕАL;

PRQCEDUR~ DRG(К,МАХ:INТЕGЕR;ВЕТ,ЕРS1,ЕРS2,ЕРSЗ,

ETA:REAL;A,B,AL,F,X:ATIP;
XM,GAM,GAM1:XMTIP;
УАа T:ATIP);EXTERNAL:
BEGIN
REWRITE(LP);
R: 18 2;
МАХ:-20;

ВЕТ: =10. О;
EPS1 -0.01;
EPS2 -0.01;
ЕРSЗ аО.ОО1;



ЕТА:=О.О1;

FOR 1:-1 ТО К ПО

Х[ 1): а1;
Х[З):--1;

Х[4):--1;

А[1):=-О.5;А[2]:·О.5:А[З]:-1.0;

В[1] :-0.5;8[2] :=-0.5;8[3] :-0.0;
8[4]:-0.5;В[5]:-0.5;

AL [ 1 ] : •В [ 4) ;
AL [ 2] : • В ( 5 ) ;
DRG(К,МАХ,ВЕТ,ЕРS1,ЕРS2,ЕРSЗ,

ETA,A,B,AL,F,X,XM,GAM,GAM1,TJ;
WR~TELN( LP, ~ т [1 ] , , т [1 ] " т [2 ] - ' , т [2] ) ;

CLOSE(LP) ;
END.

4.3. Оптимальное управление с обратной связью при возмущенном

движении нелинейных систем

Рассмотрим задачу синтеза оптимального управления. поддерживающего в до­

пустимых пределах отклонения системы от заданной номинальной траектории. Пред­

положим. что траектория оптимальна, Т. е. удовлетворяет следующей системе урав­

нений и условий:

x=f(x, u, t).

aH/au=O,

фТ= -дН/дх.

причем заданы величины to, x(to), tK• а TaK>I<e

а[ x(L.)) = о.

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

Гамильтониан имеет вид Н=L+'ФТf.

Предпо.lIОЖИМ, что в процессе' функционирования системы имеются малые от­

клонения от оптимальной траектории, определяемой соотношениями (4.26) ­
(4.28), и:оторые ВО~НИ1<ЛИ вследствие малых возмущений начального состояния

бх(iо) и терминальных условий БО. Обусловленные ими возмущения величин

x(t), 'Ф(t) и v (Т. е. бх(t), б'Ф(L) и dv) в окрестности номинальной траектории удовлетво­

ряют уравнениям

б~ = - нхх бх - {~ б'Ф ~ нxu бu.

в которых заданы следующие начальные и конечные условия:

бх (1)1/= 10 = бх( t~,

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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(4.35)

(4.36)

Предположим, что матрица Uuu=Huu(t) (to~"t~tK) не вырождена.. Поскольку
все коэффициенть( системы (4.31)-(4.33) вычисляются на номинальной (и одно­

временно оптимальной) траектории, то эта система определяет линейную двухто-

чечную крае.вую задачу, из которой можно·найти .

бu (t) = - Н~l(Нuхбх + f~б'Ф).

Задача (4.31), (4.32) сводится к линейным задачам § 4.2, где
. .

бх= А(t)бх - В(t)б'Ф(t),

б,j>= -С(t)бх~АТбф.

(4.37)

(4.38)

(4.39)

При этом A(t)=fx-fuН;~ Hux; B(t)=fuH;ur~; C(t)=Hxx-НхuН-;~Нuх'
Соотношение (4.37) дает нам искомый закон управления с обратной связью.

Однако, чтобы найти неизвестную функцию 'Ф(t) , требуется решить систему (4.38)­
(4.39). Единственное ее отличие от рассмотренных в § 4.2 - в ней имеются терми­

нальные условия (4.34)-(4.36).
Эффективный и удобный метод решения этой задачи состоит в следующем

[20] . Решение системы (4.38), (4.39) ищется с помощью следующего пред­

ставления:

б'l> (t) = S(t) бх (t) + R (t) dv;

БG = RT бх (1) + а (t)dv.

(4.40)

(4.41)

в этих соотношениях S(t), R(t) и Q(t) - некоторые м~трицы, удовлетворяющие ус­

ловиям

S(t~ =(LJxX+(vTGJX]t=,;
к

R(tJ =[ a~,_" Q(tJ =0,
- к

(4.42)

(4.43)

после дифференцирования которых, используя (4.40) J (4.41), находим, что матрицы

S, а, R удовлетворяют следующим матричным дифференциальным уравнениям:

s= - SA - AS + S.BS - С;

R= - (дт - SO) R;

(4.44)

(4.45)

Q = RT BR (4.46)

с граничными условиями (4.42), .(4.43).
Решив уравнения (4.44)- (4.46) в обратном времени (от tK до /0 и запомнив

значения матриц S и R, находим из (4.37) оптимальное управление по следующей

формуле:
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бu (t) = - H~ I [ ( нux +f~ s) бх + '~ ·Rdv] . (4.47)

Так как приращение dv вычисляется как функция наЧ3J1ЬНОГО момента времени

to, формула (4.47) определяет закон дискретного управления с о.братноЙ связью.

Если приращение dv вычисляется непреры�но,' то с учетом предполо}кения о невы­

рожденности матрицы Q з'акон оптимального непрерывного управления с обратной

связью определяется следующей формулой:

где

(4.48)

(4.49)

4.4. Субоптимальное управление нелинейными объектами

Моделью движения системы� является векторное дифференциальное ура~нение

x=f(x, t)+F(x, t)u, (4.50)

(4.51)

(4.52)

где х - n-мерный вектор состояния; u - т-мерный вектор управления; f - n-мерная

веl<торная функция; F-матричная фУНI<ЦИЯ размера nХm.

Критерий качества задан в виде функционала обобщенной работы

t
K

J = [ Х - ХЗ ( tJ] т S [ х - Хз ( tJ] + ~ {[ х -
10

- Х. И] т Q{ х - х. (f.)] + ; uT R;- ~ dt.

где S, Q - неотрицательно определенные (nXn)-матрицы; R- положительно опре­

деленная (т Х m)-матрица.

Если через х(хо, to, t) обозначить общее решение уравнения свободного дви­

жения, Т. е. решение системы x=f(x, t) с начальнымусловием х(/о) =хо, то оптималь­

ным (в смысле минимума критерия J) управлением с обратной связью будет управ­

ление

uОПТ = - RP{ :х х( x,t,tK ) S[ х( x,t.tK ) - Хз(tк)] +

+ t~ :х х(х,ц) Q[ х(х,ц) - Хз(1)]} dt.
t

П~актическая реализация данного закона управления зависит от возможности

получения общего решения х (Хо, /0, t) и, как правило, возможна лишь для линейных

систем. При решении уравнения свободного движения предъявляются повышенные

требования к ЭВМ - обеспечить периодичеСI<ие процедуры численного интегриро­

вания в реальном времени. Удобmые для практического применения модификации

алгоритма предл.ожил А. А. Красовский [40].
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Методика синтеза модифицированного регулятора создавалась в предположении,

что интервал оптимизации [t, tK ] не превышает нескольких десятков процентов от

периода короткопериодической составляющей движения системы. В этом случае

при дополнительном выполнении обычных допущений о достаТОЧ80Й гладкости

функции. f(x, о, t) можно приблищенно определить общее решение уравнения сво­

бодного движения. Разлагая ФУНКЦИЮ общего решения в.ряд и ограничиваясьтремя

его членами. получаем:

( Л) _ At f At
2

0(0) Аt
З

(I)f
х x,t,t + nt - х + -1-1 +21 f + 3г о + ~x.

Здесь ~x - остаточный член разложения; 0(/) (i~O) - символ оператора вычисления

производных:

Подставив результат разложения функции х(х,. t, t+~t) в выра}кение (4.52) и

выполнив в нем интегрирование по переменной ~t, получим формулу для субоптималь­

ного управления.

Приведем формулы субоптимального·управления· в случае нете,рминальной

·(8=0) задачи, скользящего интервала оптимизации (tk-t=-r, 1;' - константа) и

стационарной системы (f(x, t)== f(x» для различных видов приБЛИ>l{ения общего

решения уравнения свободного движения:

линейного приближения

u·nT = - RFT { ,;Qx - ~[ Qx. (z) + O(O)Qx. (z) z] dz +
1 . 1 1 }+ 2't2 Qf + 2't 0(0) ОХ + 61"3 Q 0(0)( ;

квадратического·

uOnT = - RF {,;QX - ~[ Qx.(z) + 0(0) Qx.(z) z + -4-0(I)QX.(Z) zj dz +

+ ~'tQf + ~-r2 О(О) Qx + ~1"ЗQО(О) f + l-1"4 О(0)QО(0)f + ~'t40(1) Qf +
2· 2 6 8 8

+ ~,;50(I)QО(0) f} ;
кубического

{

~ 1
nопт = _ RFT ~Qх - ~[Qx. (z) + 0(0) Qx. (z) z + 20(1) Qx. (z) Z2 +

1 ~ 1 1 1+ -0(2)Qx (z) zЗ dz + -1;2Qf + -1"20(0) QX + -"t3 QО(0)f +
6 З· 2 2 6

+ ~'t3 О(О) Qf + J...-r3 О(I) Qx -f ~'t4 О(0) QO(O)f + ~-r4 О(1) Qf +
6 6' 8 8
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4 '. 45 5+ ~0(2)QX+ "'::-QО(I)'f + ~O(l)QO(O)f + ~O{O)QO(I)f +
24 24 20 . 305 6 6 7.,+ ~O(2) Qf + ~0(2) ОО(О), + ~O(I)QO(I)f +·_'l_D(2} QO(I) .

3~ '76 72' 216 (4.55)

Для реализации субоптимального управления в соответствии с формулами

(4.53) --(4.55) необходимо иметь заранее функцию задающего воздействия

хз(z) (t~z~t+'t). Если же эта функция не известна, то для· В~lчис.ления подынте­

гральных функций в соотношениях (4.53) -(4.5§) можно использовать экстраполя­

цию (лине~ную, квадратическую, кубическую .и т. д.) для построения задающеrо

воздействияхэ(i). В общем случаедля вычисленияфункций хз(z) и х(х. t, t+z) можно

использовать разложения с различной степенью точности (т. е. различные степени

экстраполяции).
ПреДЛО>l<енный алгоритм синтезирует регулятор на основе аналитичеСI<ИХ за­

висимостей, которые легко реализуются на ЭВМ. Вычисление функции ,оптим·аль­

ного управления требует относительно небольшого количества. арифметических опе­

раций и поэтому может выполняться с достаточно высокой тактовой частотой, Ч10

особенно важно при решении задач синтеза регулятора для динамических систем

с быстротекущим процессом функционирования (например, летательных аппара­

тов). 'Кроме -того, ал'горитм yдo~eH для сочетания с алгоритмами оценивания, ко­

торые позволяют определить вектор 'текущего состояния системы х, может быть

рекомендован для применения в комплексных системах адаптивного управления в

реальном времени.

r л а в а s.
Оптимапьное оценивание параметров стохастических

систем

5.1. Постановка задачи

Необходимость повышения эффективности функционирования систем управления

в условиях случайных факторов стимулировала развитие специального математи­

ческого аппарата, который позволял бы решать задачи оптимизации процесса

получения и уточнения и.нфОрмации о свойствах проектируемого объекта и режимах

его функциони~ования.

Пусть работа исследуемой системы с удовлетворяющей степенью прибли}ке­

ния описывается некоторой моделью, например одной из приведенных в § 2.1. Вектор

состояния измеряется с помощью устройства, которое преобразует данный вектор

в некоторую совокупность значений, несущих всю полученную информацию о со­

стоянии системы, т. е. в вектор измерения. Естественно, что к процессу измерения

предъявляются требования наблюдаемости и идентифицируемости. Формализуем эти

понятия.

Пусть объект описывается следующими разностными уравнениями:

x(k+ 1) = Ax(k), k=O, 1, ... , (5.1 )
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где х(k)-n-мерный вектор; А-(nхn)-матрица. Процесс измерения - соотноше­

~ия~и

Y(k) = Cx(k), (5.2)

где y(k} --,' ректор" измер~i;Iии (p'a3~leptiocTIf г)"; С - (гХ n) -М3ТРfl1iа .
• 't Объект называется 1tаблЮдае),fЫ.Аt~ если" пЬ- измерениям у(о), ... ) y(n~l) МОЖНО

определить со.стояИие х (О) (и ТОГда,' eCT~CTBe'Hito, и" в<;е последующие состояllия

x(l), )'"(2) , ...)., Запи~ывая 'последовательно'уравнения (5.2)·ck :::::=0, ... , n-l, получа'­

e~ матриЧное соотношение

(5:3)

где Н ==[СТ!АТСТi...~АТ((I-IJ·ст].

УСJIовие ~бл . . - ... ~ юдаемрсти, ЭКВИвалентное условию существования и единствен-

ност»решен~я Х:{О). уравнения (5.3), состоит в том, что ранг маТРИЦЫ Н равен n. Тог­
да -пару матриц ~A,c) назы�аютT наблюдаемой.

Понятие uдент.l:lфuцuруе.мостu Состоит.в 'возможности определения матрицы А

по измереНJ:lЫМ .значенйям: веКТОРа состояния. Легко показать, ЧТ(j идентифицируе­

мость . эквивалентна условию 'СУЩествования и единственноСТИ решени~ А мат­
ричного уравнения.

[х (l)! ... !x (n)] = А [x.(q)! ... i Аn-' х (О)] = AS,

а это эквивалентно тому, что 'ма~р.ицаS имее~ ранг n. .
ПОН"ЯТИЯ наблroдаемоети и li.центифицируемости без труда переносятся на си­

стемы с непрерывным временем. Пусть функционирование системы и .процесс' 113­

мереflИЯ описываютс~ слеДУЮЩИ~li дИфференциальными урав~ениямЙ':

х(t) =А(t)x(t);

у(/)= G(l)x(t),

(5.4)

где tO<:t~tK.

ОБQзначим переходную матрI:1ЦУ линейной системы x(t)=A(t)x(t) через~('r, .t).
TOГo~a у~ловие наб-!Iюдаемости СОстоит в выполн~нии следую1Цего соотношения:

t-

М( t, IJ = S <t>T ('t)t) ОТ (-r) С (t) Ф (1:,t) dT :;:> о.: (q~5)
t o

Матрица M(t, 10) называегся AtQ. ~puцeЙ наблюдаеАfОС.ТU; с ее помощыо '~~ж~о опре­

делить вектор x(/): x(t.)=l\\-'(t, z-o)y(i). Сама матрица M(t, '~o) находится из 'диффе­

ренциального уравнения

;t M(t,tJ = -л-.:- (t)M(t,tJ -М(t,t~А(t)+ CT(t)C{t)

с .начальным .Условием M(to, to) ==--- о.

Условие наблюдаемоcrиДЛ~ дискретных систем можно получить в виде, анало­

гичном (5.5). Пусть Ф(i, j) - ос ~реходная матрица системы (5.1) :

х (k) Ф (k.o) х (О), Ф (0,0) = Е.
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Если сформировать матри~у наблюдаемости в виде

k

М (k,O) = ~ ФТ(l,k) СТ (l) С (l) Ф (L,k),
(=о .

то условие наблю.ца~.мости мо.жно заJlисат~ в B~дe .HepaB~HCTBa M(k, 0»0.
На практике "роцессу изме,рения сопутствуют случайн'ые поrреЦl~ОСт,и, а про­

цесс функционироваНИ.J:I самой систеjVIЫ подвержен воздейс~вию случа.Йных 803~'y­

щ~ни~. Бuлее того, самих измерений моя<ет .б~IТЬ или слишко~ мал,О, ~ли слишко~
много. Таким образом, основной проблемой становится. ПQЛУ\lеJIие оптцмальны�~
оценок для переменных, описывающих парамеТРрl и состояние динамической

системы.

Эти задачи можно класси:фицироватьследующимобразом. Пусть y(t)=x(t)+
+~(t) (t-ET) описывает процесс измерения, где (x(t), tET} .и {~(t), teT} (Т=

=:=.[to, [к] - дейсrвитеJJЬНЫЕ; СЛУЧqЙНl:Jlе ПРОЦ~ССЫ. .Если на OC~RB~. реалиаации (Y('t),
to~'t~t} (!Е Т) требуетс~ .определить оптимальную с точкЦ зрения каКОГ-О"JJибо

критерия оценку x(t.) при t. < t, то ПQставленнаязадача· на~ЬJвается ~(lдачей интер­

поляции или сглаЖllвания, при [. ==t-зада~еq, фильтрацuц, при t. > l-задачей

экстраполяции или nрогноза.

рольшое практическое значение имеют примыкающие к переч~сленным ~~­

дачам определения неизвестных параметров ~ идентификации. MeTOД~~ иденти­

фикации tiеизвестных параметров многомерных систем представлены а'лгоритмом

Качмажа (одним из самых, эффективных и в то }I{e время удобных для реал~зации

на ЭВМ), а так}ке программо'й, позволяю~ей практически реализовать это:г алго­

ритм. Наиболее полно рассмотрена з~дача .оптимальноЙ .ФИЛЬТРfJЦИИ динамических

систем. При~едены аЛГ9РИТМЫ для систем с непреРi?l8НЫМ.И дискретны~ временем,

для ли~ейныIx и яелинейиых систем. Это известныIe алгоритмы ВИн'ера и I<аЛМ3Ц8­

Бьюси. Алгоритмы филь:грации Калмана-Быоси не ·B~eгдa достаточно эwфекти'J'ЦЫ

на практи~е, так как при их применении требуется точное СОQтветствие между ис­

польэуе~ыми Р них моделямИ и реальными характеристиками объектов. Поэтому

современная инженерная практика выдвинула необходимость усовершенствов&ния

классичеСКI1~ алгоритмов на случай неадекватности априорных даННl?lХ, поло}кен­

ных в оспов.у алгоритмов фильтрации. Обычн~ это реализуется с помощью по­

СТРQеняя устойчивых процедур оцениваiIия, в основу которь!х положеньt'принципы

аД'аптации алгоритмов I{ изменяющимся'внешним условиям. В настоящей работе

это направление на.шло свое отражение в виде адаптивного алгоритма фильтрnции

для систем в дискретном времени.

5.2. 'Идентификация п~раметров линейных систем по метq.ду
Качмажа

Метод l(аЧМf!}ка широко прим:еняе'гся в инженерной практи{<е для решения

задачи идентификации дискретных линейных систем вида

у (k) = СТ х (k), k == 1,2,... (5.6)

где y(k) - скалярный. выходной сигнал системы; X(k).....-- вектор входного сигнала;

С - вектор неизвестных параметров сист~мы (x(k) и t имеlQТ размерность т, k-
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дискре'tНЫЙ параме'tр вре.мени), позволяя оценить значения вектора параметров С

системы по наблюдаемым :посл~довате.льностям x(k) и y(k) (k= 1, 2," ...). Эффекти~­

ность применения метода в первую очередь зависит от стохастических свойств

входной последовательностиx(k) (k= 1, 2, ... ,). Наприм~р, есл.и векторы x(l), :.., х(т)
взаимно ортог<?нальны, точное значение вектора параметров С может быть получено

за т шагов. Если же векторы x(l), ... , -x.(l) ----=- независимые гауссовские случайные

процессы с одинаК9ВЫМИ дисперсиями, то для достаточно точного определения

вектора параметров С тре.буется уже выбор~а в l=(4...5) т членов.

_Метод Качмажа получил широкое распространение и 'для решения задачи

идентификации н~стационарных линейных систем.

Алгоритм Качмажа имеет простую структуру и состоит из следующих рекур­

рентных соотношеций:

e(k) = e(k-l) + y(k) - е
Т

(~-I) x(k) J k= 2'3' ....
хТ (k) х (k)

(5.7)

Здесь e(k) --:- оценка на k-M шаге неизвестного вектора С. Значение вектора на­

чального ,Приближ'е.ния е( 1) задается априорно.

Геометрическая интерпретация соотношения (5.7) заключается в том, что каж­

дую ,оценку C{k) мож~о рассматривать как проекцию оценки C(k-l) на k-ю гипер­

пов~рх.но~ть в т-мерном евклидовом пространстве цт, определяемую соотноше­

нием y(k)=CTx(k). При этом- последовательность норм векторов AC(k)=
. = C(k):- С сходится, монотонно убывая, ]< нулю. Увеличение временной корреляции

между случайными величинами х(I), ... , x(k) заметно ухудшает точностные харак­

терист~ки алгоритма Качмажа в первоначальном варианте (5.8). Существенно по­

высить скорость алгорит~а Качма?Ка позволили его модификации [4!-43].
Обобщенный алгоритм pel<y.ppeHTHoro оценивания Качмажа может быть описан

следующими формулами:

e(k) = e(k-l) + y(k) - е
Т

(k-l) x(k) x(k),
. xT(k) х (k) .

е (k·- 1) == е (k -1) + a(k) [·С (k - 2) - е (k - 1)].

3дe~ь e(k) - текущая оценка вектора параметров С;

a(k) = { 1, если р2[ е (k-2), ё (k)] :> {р[ё (k-2), ё (k -1)] + J1}2,
О В противном случае,

где

[ё(i) С(')] = уо) - CT(i)x(j).
Р ,1 хТ (j) х О) , .

{

y(k) - eT(k - 1) x(k)
-~--"""""--""'-';"--'~для алгоритма в r431.... = хТ (k) х (k) ,
О для'адгоритма в [42].
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Таким .образом, алгоритм Качмажа состоит из рекурреltтной процедуры· с

~еи~вестными начальными·значениями C(l), С(2) и С(2), :которые задаются априорно.

В процессеработы алгоритмазначения ё (i) и C(i) постепенноУТОЧНЯIОТСЯ. Предельное

значение е (i) при i-+ 00 и дает искомую оценку вектора С.

ПРОГРАММА I(ACHM

Назначение: решение задачи идентификации линейных дискретных систем вида

(5.7) с пqмощью обобщенного аLлгоритма Качмажа (5.9) в варианте с -поправочным

коэффициентом ~t=O.

ПараАLетры:

С -массив, состоящий из элементов Be~Topa оцениваемых параметров системы;

CIAPR - массив априорных оценок Bel<Topa C(l);
CAPR - массив априорных оценок вектора С (2) ;
N - размер массивов·С, CAPR, CIAPR;
EPS - требуемая точность вычислений (с заданным значением EPS сравнивается

значение, равное евклидовой норме вектора разности оценок вектора С, получен­

ных на двух последовательных шагах, т. е. Adk=IIE(k+l)-е(k)II).

Атрибуты всех параметров определяются по умолчанию.

Обращение: CALL КАСНМ (С, CAPR, CIAPR, N, EPS);
Перед вызовом программы необходимо описать размеры массивов С, CA·PR и

CIAPR, а TaK}I{e задать значения параметров EPS, CAPR, CIAPR.
ПoanpozpaAt.Atbt:

SKPR - вычисление скалярного произведениявекторов;

RAN ----..,. Qычисление· текущих значений векторов входного x(k) и выходного y(k)
сигналов:

RAN: PROCEDURE (XK,YI(, N);

где ХК - массив текущего вектора входного сигнала; УК - выходной сигнал си­

стемы; N-размерность массива ХК; PRY - формировацие скалярного произведения

для вычисления выIодногоo сигнала.

ПРUАtер. Идентификация .системы, вход и выход которой описываются урав­

нениями

У= G1x. + С2 Х21

где [xi, Х2] - двумерным массив вектора входных сигналов; у - скалярный выход­

ной сигнал; (C 1, С2] - двумерный массив вектора параметров системы, подлежа­

щего идентификации: С 1 =2, С2=З. Величины ХI и Х2 ---:- независимые гауссовские

стационарные процессы с математическим ожиданием и' корреляционной функцией

К8}КДОГО процесса К(,;) =<J~ехр{-аILI} (здесь а, аа.>О - константы) .
. Величины Х; (i = 1, 2) моделировались с помо~ью следу~щих рекуррентных

соотношени й [44]:

Azi(j) = 2-1l2a[ ~;(.j) - 0,5] ~,

ДРi(j) = - а( x;(j) - 8.Z;(j)] ,
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Рис. 5.1. Изменение lnAdk

где j= 1•.." N1; N. - число шагов для получения одной точки процесса Xj=

=x;(N.); а. сх, At - константы (а2 - дисперсия процесса; а - ширина спектра;

At - .шаг квантования при порождении очередной точки x,{j): At = N1 1
); 6.{п....- неза­

висимые случайные величины, распределенныеравномерно на отрезке [О, 1]. На пер­

вой итерации начальные значения ХI(О) (i= 1, 2) полаг·алиСЬ нулевыми, на после­

дующих - равными предыдущим сформированным значениям Xi.

Для получения 6~п использовался генератор псевдослучайных чи<;ел - под­

программа URAND [2], разработанная на языке Фортран-IV ОС ЕС. Поэтому ДЛЯ

ее вызова из программы RAN на языке ПЛ/l необходимо предусмотреть возмож­

ность их стыковки с помощью соответствующих утверждений языка упра6JIения

заданиями операционной системы (см. приложение 1).
При проведении расчетов "редполагалось: At=O;OI, а=О,О5...0,5, a=O,5... 1,

CAPR(l) =CAPR(2) =2,5, CIAPR(l) =CIPR(2) =2.6, EPS=O,OOI, N=2.
Результаты расчетоп эволюции ln Adk в.зависимости от числа шагов идентифи­

кации и для различных значений параметров приведены на рис. 5.1 (при построении

графиков высокочастотные составляющие Adk не учи,!ывались).

·.KACHM:PROCEDURE(C,CAPR,C1APR,N,EPS);
DECLARE (C,CAPR,C1APR) (*);
BEGIN;
DECLARE (СК1,С1К2,СК,С1К1,ХК) (N);
D~CLARE ХК1 (N);
DCL IY BIN FIХЕD(З1,О)ЕХТ;

IY.O; ХК.О;

ХК1-1;

CALL PRY(XK1,N,YK1);
К-1;

·CALL RAN(XK1,YK1,N);
DC-EPS+1;
CK1-CAPR;
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C1K2-t1АРR:

ХК-ХК1 ;
DO WHILE(ABS(DC) ) EPS);
CALL RAN(X~,YK,N):

R1-(YK-SKPR(C1K2,XK,N»/SKPR(XK,XK,N)**O.5:
R2-(YK1-SKPR(C1K2,XK1,N»/SKPR(XK1,XK1,N)**O.5~

AL-O:
IF R1**2) R2**2 THEN AL a 1:
C1K1-CK1+AL*(C1K2-CK1);
ск-с1К1 +(YK-SKPR (С1 К1 , ~K, N)') /SKPR(XK, ХК,N} *ХК:
К-К+1: .
ОСI8 О:
DO· J-1 то N:
DC·DC~(CK1(J)-CK(J»**2:

END;
DC-DC**O • 5; .
CK1~CK:

С1К2сС1К1;

УК1:2УК;

ХК1-ХК;

END;
.с·.ек;

END;
END КАСНМ;

RAN: PROCEDURE(XK,YK,N);
DCL IY BIN FIХЕD(З1,О)ЕХТ,
ХК(*) ;
ALP-O.05: SIG-2:
DT-O.01;
DD-2/ALP; . DD-DD/DT;
DD-SQRT ( 12*DD) ;
DD-SIG*DD;
BEGIN:
DECLARE (DZ,PR) (N):
DO J-1 ТО 100;
00 1-1 ТО N:
CALL URAND{IY,YFL):
DZ(I)·(YFL~O.5)*DD;

РR(I)·~АLР*(ХК(t)-DZ(I»:

XK(I)-XK(I)+PR(I)*DT;
END:
END;
CAL~ PRY(XK,N,YK):

.END;
END RAN:

Рау: PROCEDURE(X,N,Y);
DCL х(*):

j У.2*Х(1)+Э*Х(2): .
/END PRY:

SUBROUTINE URAND(IY,YFL}
INTEGtR IY
XNTEGER IА,Iс,Iтwо,М2,и,МIС·

DOUBLE·PR~CIS~ON HALFM
REAL S
DOUBLE PRECISION DATAN,DSQRT·
DATA M2/0/,ITWO/2/
IF(M2.NE.n) GO то 20
М-1 109



10 М2-М

И-IТWО*И2

IF"(M.-G'I'. М2) GO ТО 1О
HALFM-M2
IA-S*IDINT(HALFM*DATAN(1.DO)/8.DO)+5
IC-2*IDINТ(НАLFМ*(О.5DО-DSQRТ(З.DО)/б.DО»+1

MIC-(M2-IC)+M2
S-O.5/HALFM .

20 IY-IY*IA
IF(IY.GT.MIC)IY-(IY-M2)-M2
IY-IY+IC
UR-URAND

. IF(IY/2.GT.M2)IY-(IY-M2)~M2
IF{IY.LT.O)IY-{IY+M2}+M2
URAND-FLOAT(IY)*S
YFL-URAND
RETURN
END

SKPR: PROCEDURE(A,B,N);
DECLARE (А,В) (*);
раЙ;

DO 1-1 то N:
P-P+A(I)*B(I);
END;
RETURN(P) ;
END SKPR; .

TEST-: PROCEDURE OPTIONS(MAIN);
DECLARE (C,CAPR 1 C1APR) (2);
САРН-2.5;

С1АРR-2.б:

N-2;
ЕРВ-О.ОО1;

CALL KACHM(C,CAPR,C1APR,N,EPS):
РОТ SKIP DATA(C): .

END TEST;

5.3.. Фильтрация по методу 8инера

Рассмотрим задачу синтеза фильтра) обеспечивающего наилучшую точность

воспроизвеJ!.ения выходного сигнала многомерной стохастической системы на отрезке

времени [to, tK ]. Пусть x(t) - n-мерный векторный сигнал .системы) который требуется

как MO}I{HO точнее воспроизвести с помощью оценки x(t). Предполоя{им, что x(t) имеет

нулевое математическое ожидание для всех t E[to) [к].

Будем рассматривать оценки· x(t») описываемые системами линейныхдифферен­

циальных уравнений с переменными. коэффициентами

d~~t) = Р (t) ~ (t) + Q (t) z (t). (5.9)

Здесь z(t)- nl-мерный сигнал, поступающий на вход системы·(5.9) и представляю­

щий собой нестационарный случайный процесс ·с нулевым математическим ожида­

HиeM; Bel{TOp x(t) n-мерныЙ;· матрицы P(t) и Q(t) размера nХ n и II Хт соот­

ветственно.
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Сформируем вектор e(t), представляющий ошибку в ВОСпроизведении желае­

мого сигнала x(t):

е (t) = х (t)· - х (t).

Качество работы фильтра (5.9) мо>кет бьiть оценено с. помощью критерия

J (t) = .М [ ет (t) е (t)] , (5.11)

который следует минимизировать. Правая часть соотношения (5.11) эквивалентна

Sp{M[e(t)eT (t)]), где Sp {·}-след матрицы (т. е. сумма диагональных элементов).

Из (5.9) следует, что сигнал x{t) ОllредеJlяется с помощью соотношения

t

Х (t) = ~ ~ (t;1:) Z (-r) dт:.
10

Здесь 11(1, -r) - матрица' размера nХ т:

~t(t, ~)=Ф(t, т:) о(т:),

(5.12)

(5.13)

где Ф(t, -r) =f(t)~-I(-r); f(t) - фундаментальная матрица решений системы однород­

ных дифференциа~ьных уравнений

л

dx (t) /dt= Р (t)x(t) (5.14)

с начаЛЬН~IМИ нулевыми условиями. С помощью оптимального выбора матрицы

l1(t, т:) (5.13), являющейся весовой функцией фильтра (5.9), и осуществляется

минимизация критерия J(t). (5.11).
Услов~е оптимальности J (t) эквивалентно матри~ному интегральному уравне­

нию [18]

1

м[ Х (t) ZT( 11)] = ~ t-t( t,t~ М[ z( t~ Х
10

Х ZT( t.)] dt2, /0~ 1. ~ t, (5.15)

которое I!азывают uнтеграЛЬНЫltt ypa~HeHиe.м Вuнера-Хоnфа. Решая уравнение

(5.15) относительно функции l1(t, т:), и определяем по формуле (5.12)' оценку X{t).
Решение интегрального уравнения (5.15) требует задания априорной информа­

ции о сигналах в терминах корреляционных функций и ·спектральных плотностей,

а также больших ресурсов машинного времени для расчетов на ЭВМ.

Достаточно полная подборка работ, посвященных алгоритмам фильтрации по

методу Винера, "риведена в [13, 18, 20].

5.4. 'Оптимальная фильтрация линейны�x систем с дискретным

временем (фильтр Калмана)

Оценивание вектора состояния линейной системы на основании наблюдения ее

.выхода с учетом случайных возмущений системы и погрешности измерения ·приво­

дит к задаче фильтрации. Одним из наиболее Эффективных и распространенных

методов решения задачи фильтрации является алгоритм Кал мана [20, 45, 46].
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.Пусть задана математическая модель линейной Дl:lцамической системы' в дис­

кретном времени

x(k+ 1)=A(k)x(k)+w(k), k=O, 1, ... ,

где x(k) - недоступный непосредственному измерению вектор состояния системы;

w(k) - случайные гауссовские возмущения (x(k) и w(k) - n-мерные); A(k) - детер­

минированная (n Хn) -матрица.

Заданными считаются c.iIедующие характеристики:

м'[ х (О)] = х (О), М[ ,{ Х (О) - х (О») (Х (О) - х(О)} т] = р :(0),

М [w (k)] = w(k), М[ (w{k) - w(k)} {w (i) - W{i)}T] = Q(k)бki;
. .

м[ {w (k)- w(k)} {х (О) -,Х (О)} т] = О,

(5.17)

где Q(k) - известная матрица.

Соот~ошения,. описывающие процесс и3"мерения BeI{TOpa СQСТОЯ'НИЯ, TaK>I{e

линейны:

y(k)=C(k)x(k)+v(k), k=O. 1, ...• (5.18)

где y(k) - вектор измерения (наблюдения); v(k) - вектор гауссоеск.их логрешно­

стей измерения '(y(k) 'и v(k) - г-мерные) ;.C(k) - задацная (гХn)-матрица. О ~eKT,ope

v(k) известно, что

M[v (k) ]'=у (k),

(матрица R(k) задана),

М[ (w (k) - w(k)} vT(i)] = О, М [{х (О) -.:. х (О)} vT(i)] = О,

Т. е. вектор v(i) не коррелирован ни с возмуще'ниями системы: ни с начальным зна­

чением. В дальнейшем без ограничения общности можно считать. что w.(k)=v(k)=O
и х(о)=о. .

На основе наблюдений у (О), ... , y(k) требуется. найти неС~lещенную (с матема­

TичecKиM ожиданием, равным ИСТИННОМJ ;значен":~ оценивае'мых"параметров) оценку

x(k) вектора x(k). Ошибкой оценивания служит величина x(k)-x(k), а критерием оп­

тимальност·и оценки - математическое о~идание ее квадрата J)1[x (k) _~(k}]2. В ка­

честве оптимальной оценки вектора x(k) СЛУ>J<ИТ его условное математическое ожи-

дание [46) .

х (k) = ~.[x (k)ly (О)•. ,., У (k)J,

которое реализует минимум среднего квадрата ошибки оценивания.

Алгоритм ·Калмана. которы�й описывается рекуррентными соотношениями,

определяющими процесс эволюции Jjптимальной оценки x(~) в<? времени:

x(k) = A(k -1) x(k - 1),
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х (k) =' х (k) + 'K(k) [.у (k) - С (k) х (k)] (5.19)

(Х(О). задаНQ; k= 1, 2, ...). Все необходимые для вы�исленияя маТрИЦ!?1 определяются

также рекуррентными соотношениями

P(k).= A(k - 1) P(k-- I)AT(k - 1) + Q(k ~ 1),

К (k) = Р (k) ет (k) [.е (k) Р (k) CT(k) + R(k)] -'1,

P{k) ~.p - к (k) ,С (k) P{k).= [Е - K(k) С (k)] P'(k), Р (О) = Р (О).

Схема оценивания с помощью фильтра Калмана. приведена на рис. 5.2. Суть

процедуры фильтрации состоит в следующем: оценка x(k) .представляет собой экстра·

полироnанную оценку состояния системы после k - 1 измерения. Оценка x(k) является

коррекцией оценки x(k), выполненной с помощью обработки k-гo измерения. Мат·

рицы P(k) и P{k) представ~яют собой соответственно экстраполированную и уточ­
ненную ковариационные матрицы 'ошибок .фильтрации. Ма11рцца ковариации ошибок

оценивания P(k) неЗ8ВИСИТ от последовательности измер~ний у(О), ... , y(k). Таким

образом, значения ·матрицы P(k) можно вычислить заранее и запомнить.

В более СЛQЖНОЙ математической модели управляемой Динамической ·системы

~(k+ l)=.A(k)x(k)+B(k)u(k)+w(k)

последовательность у(О), ..., y(k) определяетс.н·формулоЙ y(k)=C{k)x(k)+v(k), а

и(О), ... , u(k) является заданной после,l(овательностью детерМИНИр0~анного упра.в­

ления. В этом случае фильтр Калмана определяется следующими'·соотношениями.:

х (k) :;::: .А (k - 1) х (k - 1) + в (k - 1) u (k - 1),

х (k) == х (k) + .~{k) [у (k) - С (k) x(k)]

(х(О) задано, а матрица К вычисляется анаnогич·но. вышеизложенному).

w(k) v(k)

+ x(k+l) + y(kJ

+ I
11
11
I
I

+

Ж(k+r)+
+

Рис. 5.2. Стру~турная CX~Ma фильтра Калм:ана
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ГJPOГPAMМA KALMAN

Назначение: рекуррентное гауссовское оценивание дискретной еднородной

системы (5.16) и фильтрация по Калману 'для стохастической системы с: дискретtlbl.М

временем (5.18). Выбор алгоритма производится изменением значений в соот,вет­

ствующих процедурах FORMQ и FORMR. Чтобы программа работала .В режиме

гауссовского оценивания, необходимо формировать в процедуре FORMQ нулевую

матрицу соответствующего размера, а в процедуре FORMR - еДИНИЧНУJО.

Параметры:

А - массив размера N*N;
ОМ - массив размера N*N, соответствующий матрице м- 1 (М - матрица наблю­

даеМQСТИ) 'при использовании п.рограммы для гауссовского оценивания и мат­

рице ковариации P(k) =M[L\x(k)AxT(k) ], где Ax(k) =x(k) -x(k) в случаефильтра­

ции по Калману;

Х ---- вектор о~енки x(k);
у - вектор измерений;

N -,размерность фазового Be~Topa Х;

М -размерно,СТЬ измеряемого вектора У;

т - время; .
Q - маТРИI.t"а ковариации вектора возмущенн'Й;

FORMA - процедура фор~ирования матрицы A(k);
FORMC - процедура формирования матрицы C(k);
FORMQ - процедура формирования матрицы ковариацJ'{И Q(k);
FORMR ---.- процедура формирования матрицы ковариации R(k).

Матрицы ковариации Q и R вектора возмущений w(k) размерности N и ошибки

из~ерений размерности М заданы:

М [w (k)] = О, М [ w (k) wT (1)] = Q (k) бk;;

М [v (k)] = О, М [ v (k) vT (l)] = R(k) бk;·

При обращении к лроцедуре 'KALMAN все параметры должны быть определены

на выходе из процедуры x=x(k+ 1), .остальные параметры исходные для следую­

щего шага.

Процедуры:

GMPRD - перемножение матриц;

TRANSP ~ транс-пониj>ованиематриц;

OBRAT ~ обращение матрйцыI методом Гаусса-Жордана;

RAN'DOM - ',генерация случайных чнсел, равномерно. распределенных на интер­

'вале [О, 1];
NORMRA - генерация СJIучайны~ чисел, распределенных по нормальному закону.

ПрuAtер. Работу процедуры KALMAN иллюстрирует программа ABCKAL. Рас­

сматривается система

x{k+ 1) =.x(k)+w(k), х{О)= О,

y(k) = x{k)+v(k)

для двух случаев: ·1) w(k) ==0, Q==O, 'R:;:::=.}. Вектор у при х(О)·=О представляет собой

белыQ шум с нулевым математическим ожиданием·; 2) w (k) Ф О, Q = 1, R= 1.
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Параметры:

RZNQ - ПрИЗJIаКt если RZNQ+ l. то на систему не действует возмущение w;
ZNR ---- задает значение матрицы R(1t 1);
ZNQ - задает значение матрицы Q(lt1) в процедуре FORMQ;
XOS - задает начальное значение для системы х(О);

XOD - задает начальное значение для оценки х (О) ;
YOD - задает начальное значение для у;

QOZ - задает начальное значение Q ( 1t 1) ;

л

Х,У,Х

v
-- IC2(t)
---!1ft)
---- X2(t)

__ X(t)

--- x(t)
_.- y(t)

а)

-1

-z

-2

-1

5)
Рис. 5.3. Иллюстрация работы программы фильтра Калмана при w(k) =О(а) и

w (k) =#=0 (6) .
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DMOZ - задает начальное значениеDМ (1,1) ;
NRA - число смещений генератора случайных чисел; используется для создания

новой последовательности случайных чисел;

AEND - конечное время процесса;

HAGT - шаг по времени между измерениями.

Результаты расчета приведены на рис. 5.3.

ABCKAL: PRQCEDURE OPTIQNS(MAIN):
DECLARE (ZNDK,ZNQ,ZNR) ЕХТ,
(I,J,M,N) BIN FIХЕD(З1.),

(AMO,SIGMA) DEC FLOAT 'EXTERNAL,
~FORMQ,FORMR) ENTRY,
X(1)~ У(1), Е(1,1), О(1,1),

А ( 1 , 1 ), АТ.( 1 , 1 ), с (1 , 1 ) ,DM ( 1 , 1 ), ет(1 , 1 ) ,
(GMPRD,FORMA,FORMC,TRANSP) ENTRY,
(RANDOM,NORMRA) ENTRY,
KALMAN -ENTRY,
XRANDO FLОАТ{5З) BIN ЕХТ;

ХRА~DО=1ЗООООООООО1:

PZNQ--1: ZNQ-1: ZNR-1:
XOS=o~ ХООаО: YdD~O;·
QOZ~O; DMDZ-=1:
в!ама=1; SIGQI:I1;'
NRA-10; IPW-1:
AEND=5.2: HAG=O.1;
DO 1-1 то NRA;

XN=RANDOM:
END;
Q(1,1)-QOZ:
X(1).XOD: Y(1)~YOD; XOBI:IXOS;
ZNDK::II1:
NR~1; '.
т-о.; N-1; 'М-1:

АМО=О.;.
РОТ ЕDIТ(ISIGМR=',SldИR}
(COLUMN(20),A,SKIP(2),COLUMN{25),A,F(8,4»;
РОТ EDIT(IZNR=',ZNR)(COLUMN(40),A,E(12,4»~

рот EDIT(IPZNQ-',РZNQ,IZNQа',ZNQ,'SIGQ=',SIGQ}
( ВК1Р , COLUMN ( 25 ) , А, F ( 2 , О ) , 2 (Х ( 5 )., А , Е ( 12 , 4 ) ) ) :
РОТ EDIT ( I·XQS- I , ХО.В, I xori~ , ,XOD, I YOD- I , YOD)
(SКIР(2),СОLUМN(25),З(Х1З),А,Е{12,4»);

pur ЕDIТ(IDИ-',DМОZ,'Q-I,QОZ)(SКIР{2),СОLUМN(10),

2(A,F(5,2),X(5»);
DM(1,1)=DMOZ;
CALL FORMA(A,T)i
CALL TRANSP(A,N,N,AT);
ХОВаО ;.
IF IPW.. 1 THEN
РОТ ED1Т ( •XO~' ,.' У' , ..·.Х I , I ZDK I ) (ВК1Р ( 2) ,
COLUMN(17),A,X(15),A,X(10),A,X(10),A);
DOAZ=O. ВУ HAG ТО AEND;
NR-NR+1;
TaAZ:
CALL NORMRA(AMO,SIGMR,XN):
Y(1):aXN;
IF PZNQ-1 THEN DO:
CALL NORMRA(AMO,SIGQ,XN);
XOB-XOB+XN;
'( 1 ) -хов+у (1 ) ;
END;
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УВ-У(1);

CALL. KALMAN(A,DM,X,Y,N,M,
T,Q,FORMA,FORMC,FORMQ,FORMR);
IF IPW=1 THEN
РОТ EDIT(XOB,YB,X(1),ZNDK){SKIP,COLUMN(5)~4E(15,4»;
END;

END ABCKAL.;

KALMAN:PROC(A,DM,X,Y,N,M,T,Q,FORMA,FORMC,FORMQ,FORMR);
DECLARE (N,M,IPZ) BIN FIХЕD(З1),А(*,*),
DM(*,*),Q{*,*),X(*),Y(*),
ZNDK ЕХТ, (FORMA,FORMC,FORMQ,FORMR) ENTRY;
BEGIN;
DECLARE XP(N),DL(M),(AT,PZ,PR)(N,N),
(PRNM,CT,DK) (N,M),
(C,PRM)(M,N),(R,E,PRMM)(M,M),
(GMPRD,GVPRD,TRANSP) ENTRY;
DCL OBRAT ENTRY;. .
CALL GMPRD(A,DM,PR,N,N;N);
CALL TRANSP(A,N)N,AT);
CALL GMPRD(PR,AT,PZ,N,N,N);
PZ-PZ+Q;
CALL FORMC(C,T);
CALL TRANSP(C,M,N,CT);
CALL GMPRD(C,PZ,PRM,M,N,N)i
CALL GМРRD(РRМ,СТ,РRММ,И,N,М);

CALL FORMR(R,T):
R-PRMM+R;
CALL OBRAT(R.,PRMM,M,IPZ):
CALL GMPRD(PZ,CT,PRNM,N,N,M);
CALL GMPRD(PRNM,PRMM,DK,N,M,M);
ZNDK-DK(1,1);
CALL GVPRD(A,X,XP,N,N);
CALL GVPRD(C,XP,DL,M,N);
Y-Y-DL':
·CALL GVPRD (Ьк, У , Х , N , М) ;
Х-Х+ХР;

CALL FORMQ(Q,T);
CALL GMPRD(DK,C,PR,N,M,N);
CALL GMPRD(PR,PZ,DM,N,N,N);
DИ-РZ-DМi'

CALL FORMA(A,T);
END;

END KALMAN;

OBRAT:PROC{A,E,N,IER); .
DCL A(*,*),E(*,*),(N,IER,I,J,K,KMAX) BIN FIХЕD(З1);

DO 1=1 то N:
DO .1=1 ТО N:
E{I,J)aO; .
IF ~-J THEN E(I,J)=1:
END;
END:
IER-O;
IF N-1 ТНЕН DO;
IF А(1,1)-О THEN GO ТО М77:

Е(1,1 )а1/А{1,1):

RETURN;
END;
DO Jc1 то N;
AMAX-ABS(A{J,J»;
iF J-N THEN
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DO;
IF A(N,N)=O THEN GO ТО М77;
GO ТО М20;

END;
K:zJ+~;

КМАХаЗ;

DO Х-К ТО N;
AMaABS{A(I,J»;
IF АМ ). АМАХ THEN
DO;
АМАХ-АМ;

KMA~~I;
END;
END;
IF АМАХ-О THE~ GO ТО М7"7;

IF КМАХ-.1 THEN GO ТО М20;

ОО 1-1 ТО N;
A1~A(.1,I);

~(J,I)aA(KNAX,I);
А (\КМАХ,1) -А1 ;
Е1 ~~ ( J , 1 ) ; ".
E(J~~)-E(KMAX,I);

Е(КМАХ,Х)-Е1;

ЕНО· .
М20: АМАХаА'( J , .1) ;

DO 1-1 ТО N;
A(J,I)-A(J,I)/AMAX;
E(J,I)-E(J,I)1AMAX~
END; .
DO I=-1"TO N;
IF 1-.1· THEN GO ТО М5;

АМАХ-А( 1, .1).;
DO К-1 ТО N;
E(I,K)-Z(I,K)-AMAX*E(J,K);
IF к>-з THEN" " .""
A(I,K)-A(I,K)-AMAX*A(3,K):
END; .

M5:END; .
. END: ЙЕТURN;

И77:I~R-О;

RETURN;
END OBRAT;

GVPRD;PROC(A,X,Y,M,N); .
DCL А(*,*)",Х(*),У(*), (1,3 ,M,N) BIN FIХЕD(З1);
DO 1-1 ТО М';

S-O;
DO .1-1 ТО Н;

S.S+A"( 1, З) *Х(З);
END;' .

. DO .1а1 то Н;"

S-S+A ( 1, J ) *Х (З ) ;
END;
Y(I)-S;
END;

END GVPRD;

GMPRD:PROC(A,B,C,L,M,N);
DCL А(*,*),8(*,*),С{*,*), "
(I,J~~~L,M,N) BIN FIХЕD(З1);



"DO 1-1 то L:
DO J-1 ТО· N:
8-0:
DO К-1 ТО М:

S-S+A(I,K)*B(K,J):
END;
C(I,J)=S;
ENt>;
END;

ЕМО GMPRD;

NORMRA:PROC(AM,SIGMA,XNORM);
DECLARE •
XRANDO FLОАТ(5З) BIN ЕХТ,

А STATIC INIT(O.774597),
RANDOM RETURNS(BIN FLOАТ(5З)J:

SUM-O;
ОО 1-1 ТО 5;
XN-RANDOM;
XN-2*XN*A-A;
SUИ-SUМ+ХN;

END;
ХNОRМ-АМ+SIGМА*(SUМ+О.О1*(SUМ**З-З*SUМ»;

END NORMRA;

RANDOM:PROC RЕТURNS(FLОАТ(5з}вiN);
DCL XRANDO FLОАТ(5З}ВIN ЕХТ;

DCL ИЗ7 FLОАТ(5З)ВIN INIТ(1З74З8953472ЕО);

ХRАNDОаХRАNDО*З125ЕО;

ХRАNDО.ХRАNDО-FLООR(ХRАNDО/МЗ7)*МЗ7;

RЕТURN(ХRАNDО/МЗ7);

ЕМО RANDOM;

TRANSP:PROC(A,N,M,S};
DCL (M,N) SIN FIХЕD(З1),

. (1, J) В1N F IXED ( З 1 ) ,
А(*,*) ,В(.*,*);

DO 1-1 ТО N;
Ьо .1-1 ТО М;
В (.1 , 1 ) аА ( 1., J ) ;
END;
END; .
END TRANSP;

FORMQ:'PROC(Q,T) ;
Dct Q(1,1),ZNQ EXr;
Q( 1 , 1 ) - ZNQ; .

END FORMQ;

FORMA:PROC(A,T);
DCL А(1,1);

А(1,1}-1;

END' FORMA; :

FORMC:PROC(C,T);
DCL С(1,1);
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с ('1 ,1) -1 ;
END FORMC;
FORMR:PROC(R,T);

.DCL R ( 1 , 1· ) I ZNR ЕХТ:

R( 1,1 )-ZNR·;
END FORMR;

5..5. Оптимальная фильтрация линейных систем в непр~рыв~ом

вре~ени (фильтр Калмаtlа-Бьtoси)

При переходе к непрерывному вре~ени ра;зностные и суммарные уравнения

ДОЛЖНЫ быть заменены дифференциальными уравнениями и интеграла"1И. Иссле­

дованиЯ усложняются, :гак как от J<~нечного числа наблюдений приходится перехо­

дить к бесконечному. Моделью исследования служат слеДУЮЩlfе уравнения объекта

и измерителя:'

х(t) = А(t)x(t)+w(t),
y(t)= C(t)x(t)+v(t),

(5.20)

где t~ to, подлежащий оценке вектор x(t) - n-мерный; x(to) - случайный' вектор с

нулевы1M математическим. ожиданием .н ~атрицей ковариации

(5.21)

измеряемый вектор у(t)-г-мерный; матрицы 'д и С известны. Размерность шумов

w(t) и v(t) принята n и r ·соответственн6. Возмущения и погрешности гаУССОQские,

причем

Mw(t) =0, M(w(t)wT(t» =Q(t}б(t-rr};

Mv (t) =0, М (v (t}vT
(/) ) = R(/) б (t -Т), (5.22)

где б(/-1') - дельта-функция. Матрицы Q и. Rсимметричные, а их элементы­

непрерывные функции времени; w(t) и v(t) - взаимно некоррелированные. Искомой

является оценка x(t) H~ основе результатов измерений Y('t) (to~ -r~ t). Линейная
несмещеннаst оценка с минимальной среднекьадратической оценкой Qпи·сыв·ается

уравнением

:t. x(t) = А (t) х (t) + к (t) {у (t) - С (t)x И}, x(t~ = о.

М~т'рица Калмана вычисл~ется по формуле

(5.23)

Матрица ковариации ошибки опр~деЛЯ~ТСfl. м&тричны·м нелинейным. дифференци­

альным уравнением Р~ккати

:t р (t) = А (t) Р (t) + р (t) Ат (t) -

~ P·.(t) СТ R- 1 (tY ~ (t) P<.t) + Q (t),· Р( t~ = Р( t~. (5.24)
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Если математическая модель задана в виде

х (t) + А (t) х (t) + В (t) u (t) + w (t), М ( х ( to)) .' = S,

у (t) = С (t) х (t) + v (t),

то ··:.л:инейliая.· ·несмещ~нная оценка" BeKT~pa состояния x(t) с минимальной средне­

квадратическойошибкоЙ определяется как решение следующего дифференциального

уравнения:

:tX (t) = А (t) i (t) + в и) u (t) + К и) {у (t) - С (t) Х (t)}; х ( t~ = ~.

Матрица K(t) определяется по формуле (5.23). Матр·ица P(t) является решением

уравнения Риккати (5.24). Ура:цнение(5.24) аналити~ески решается редко, поЭтому

e~o следует решать численными методами (см. .[ 1, 2, 62]). Однако в некоторых

случаях это уравнение может быть ·решено и аналитичес~и. Пусть однородное диф-

ференциальное уравнение:ошибки-·фильтрации имеет вид ·

х (t) = [А (i) -P{t) ет (t) R- 1 (t) С (t)] x(t),

сопряженное ему

~ (t) :::;: [ - АТ (t) + ет (t) R~l (t) С (t) Р (t)] ~ (t).

Правила' построения сопряженной системы даются следующей формулой: если

х= F(t)x, то сопряженная матрица. ~= :- FT(t)~, Т.. е. транспонируется и берется с "Р9­

тивоположным знаком. Уравнение РJ:lккати (5.211) умножается на ~(t)Alсправа:

;t Р и) ~ (t) = [А (1) Ji( () + Р (t) АТ и) ­

- р (/) ет (t) R-1 (t) С (t) Р (1) + Q (tЯ s(t) .

.YMHO}l<aS! сопряжеtIное ура~нение на P(t) слева и складывая с предыдущим, по­

лучаем:

р (/) ~ (t) + Р (t)·~ (t) = (А (/) P(t) +.() (/) ~ (t»).

Нелинейный член в этом уравнении отсутству~т.Введя P(t)~(t)=l1(t), получим одно-

родную лин.еli.нуJO систему "

Д ~] =[ - .ДТ (t) е
т (1). R-1 (t) С (t)]

Щ 11 ~(t) A(t)

(~(to) и "1(to) задаются через Р (/0) ). Если найдены ~O) и 11(t)J то при сущеСТВОJ;\ЗНИИ
~-l(t) получим Р(t)==l1(i)~-I(lJ. .

Понятия наблюдаемости и управляемости тесно между собой связаны, могут

друг друга дополнять благодаря принципу двойственности Калмана: наБЛlодение

и фильтрация исходной· системы .

х (t) = А (t) х (t) + В (t) u (t); У (i) = с (t) ~ (l) I t о ~ {,
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соответствуют управлению и регулированию двойственной .системы, и наоборот.

~атематическая модель двойственной системы

- t (t) = Дт(t) 6(t) + Ст (t) v (/), 11 (t) = Вт (t) s(t).

ПР.авила получения модели двойственной системы следующие:

1) Тр'анспонирование махриц А, В и С;

2~ пер~становка входной 8(t) и выходной С (t) матриц;

3) обращение времени.

'Основное назначение модели д~ойственности состоит в том, что закономерности

оптимального управления могут переносиtься (В программном аспекте) на синтез

оптимальных фильтров.

ПРОГРАММА KALBUS

Назначение: оценивание состояния x(t) системы с непрерывным временем и

процессом наблюдения y(-r) (to~'t~ t) (фильтр Калман.а-Бьюси), описываемых

соотношениями (5.20). Априорная информация определяется соотношениями

М[ х( t~] = О, м[ х( t~ хТ ( t~] = Ро' ~ [w (t)] = '0,

М[ w (t) wT (-r)] = Q (t) б(t - '(), М [у (t)] = О,

М [ у (t) уТ (Т)] = R(t) б (t - '(),

м[ х( t~ wT(/)] = О, м[ х( I~ уТ (/)] = О, М [ w (/) vT (/)] = о.

Параметры:

ТО - цачальное время оценивания СОСТОЯН}fЯ x(t);
ТК - конечный· момент времени оценивания;

ХУ - вектор состояния x(t), при обращении к процедуре содержит начальное зна­

чение вектора состояния, при выходе - конечное;

PVl - матрица ковариации. P(t), аналогично предыдущему определяются началь-

ное и конечное значения;

М - размерность вектора измерений y(t);
N - размерность вектора состояния x(t);
Н - интервал интегрирования системы дифференциальных уравнений (интервал

измерения) ;
FA - формирование матрицы А;

FC - формирование матрицы С; .
FR 1 - формирование матрицы R;
FQB - формирование матрицы .Q;
FY - фОрМtlрование промежуточных значений вектора измерения y(t) или модели­

рование x(t) и формирование y(t) в соответствии с уравне·ниями процесса из­

мерений;

OUTP - вывод значений x(t) , а также x(t) и y(t) при моделировании процесса

фильтрации;

ZAMER - вывод измеренных значений y(t) или генерация случайных чисел для мо­

делирования возмущений w(t), v(t).
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Дополнительные nрОI{едуры:

GMPRD - перемножение матриц;

·ТРANSP - транспонирование матриц;

RANDOM - генерация случайных чисел, равномерно распределенных на ИН­

тервале (0,1);
NORMRA - генерация случайных чисел, распределенных по нормальному закону;

°FCTP - вычисление правых частей дифференциальных уравнений, описы­

вающих линейную несмещенную оценку и матрицу ковариации ошибки оценивания.

Пример. Работу программы KALBUS иллюстрирует программа Аве. Рас­

сматривается следующая система:

II~:II=II-~ -d.8111::I+II~II,Q=llg ~II;
у = 110 1111::I+ v, R = 1.

Выходные параметры: о

ТО - начальный момент времени;

ТК - конечный момент времени;

Н - шаг по времени при работе программы KALBUS;
РУ - начальное значение матрицы ковариации;

ХУ - начальное значение вектора x(t);
SIGMW - среднеквадратическая ошибка возмущений w(t);
ZNQ - ЗН8чение матрицы Q, передаваемое в процедуру FORMQB;
ZNR - значение матрицы Р, передаваемое в процедуру FORMR 1;
SIGMV - среднеквадратичеСI<ая погрешность измерений v(t).

Результаты расчета представлены на рис. 5.4, 5.5.

----Р(1, 1)

---Р(I,2)

--Р(2J l)

-х- Р(2,2)

~X-X.L--xrx-x-x-x-. -х-*-х­

/'1.:
Х

Р(I, 1) Р(2,1)

Р(2,2) P(1J2)

О~~-_..l........::"----':='---::I.l-L--~~---1It~~~~!!!IF:~:!!I!!:~Е--

5" t

-zl_o,z
Рис. 5.5. Иллюстрация работы фильтра Кал.мана-Бьюси
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---- {J;1(t)
_.- ~,(t)

/;, 2
Оt=::::=f:;I":::':':~..Jooor:-"",::-.....L...-_---I--~--~4---~-~--

\." ~o...... ./0 /,-.......-~'"_ ,.}
, ,-.-.r 1" ~-~

\ I
" I, /

\ I'-j
а)

л

х, и,х

-- rJ:(t)
___ y(t)

---- X(t)

O~""'ft+--_....I....-_--+J-~+L----_--L.-_------II--

t

. Рис. 5.4. ИЛЛIострация работы "рограммы фильтра "Калмана-Бъюси·

ABC:PROCEDURE OPTIONS(MAIN)
DECLARE KALBUS ENTRY
(FORMA,FORMC,FORMR1,FORMQB,OUTP,FORMY,ZAMER) ENTRY,
(M,~,NN,IPZ) BIN FIХЕD(З1),

XV(2),PV1(2,2),RANDOM ENTRY,
(X1Z,H,X2Z,WZY,VZY)EXT,
(XRANDO FLОАТ(5З) BIN,ZNQ,ZNR,SIGMV,SIGMW) " ЕХТ;
ХRАNDОа1ЗООООООООО1~

М-1;

N-2;
NN-бi
NRG-O; WZY-O; VZYaO;
АМО-О.;

GET LIST(TO,TK,H,PV1,NRA);
DO 1-1 ТО NRA;XSL-RАNDОМiЕND;

РОТ EDIT('PV1',PV1(1,1),PV1(1,2),PV1(2,1),PV1{2,2»
(SКIР(2),СОL(10},А,4F(10,З»;

GET LIST(XV(1),XV(2»;
X1Z-ХV(1);Х2Z-ХV(2)i



РОТ ~DIT1'X1·',X1Z,'X2~',X2Z)

(SКIР,СОL(10),2(А,F(7,З),Х(З»);

GET LIST(SIGMV,ZNQ,SIGMW,ZNR);
РОТ EDIT('SIGMV-',SIGMV,
'ZNQ-',ZNQ,·SIGMW-',SIGMW,·ZNR-·,ZNR)
(SКIР(З),СОLUМN(ЗО);А,SКIР(2),

СОLUМN(5),4(А,F(б,З),Х(5»);

РОТ EDIT('T·, ·Х1','ко11 ,'Х2 1 ,'У','ХО21 ,'Р11 1 ,
'P12','p21','P22 I )(SKIP(2),COLUMN(10},A,
2(Х(б),А),Х(8),З(Х(б),А),Х(5),4(Х(б),А»;

CALL KALBUS(TO,TK,XV,PV1,M,N,H,IPZ,
FORMA,FORMC,FORMR1,FORMQB,FdRMY,OUTP,ZAMER);
END Аве:

KALBUS:FROC(TO,TK,XV,PV1,M,N,H,IHLF,
FA,FC,FR1,FQB,FY,OUTP,ZAME~):

DECLARE (FA,FC,FR1,FQB,FY,ZAMER,OUTP,
FCTP) ENTRY,
(I,3,K,M,N"NN,IHLF1 BIN FIХЕD(З1),

TZ EXTERNAL,
ХУ (.) , PV1 (* , *);
NN-N*N+N~

BEGIN:
DECLARE Z1 BIN FIХЕD(З1) INIT(1B),
(У~У1,УР,(К1,К2,КЗ,К4)DЕСFLOAT) (NN),
YZ(M);
ОО 1-1 тО N:
K-N*N+1; Y(K)-XV(I);
DO 3-1 ТО N; .
K-J+N*(I-Z1):
У (К ) "PV1 ( 1 , J ) .:
END;
END;
IHLF-O; 'YZ(1)-O; Т-ТО;

р-о.:

CALL OUTP(T,Y,YP,NN,P,YZ);
МЕТКА: ;
IF Т+Н>ТК THEN Н-ТК-Т; TZ-T;
CALL ZAMER;
CALL "ОТР(Т., У, YP,M,N, YZ,FA,FC,FR1 ,"QB,FY) i
.К1-УР*Н:У1-У+К1*О.5:

Т1-Т+Н/2: .
CALL FCTP(T1,Y1,YP,M,N,YZ,FA,FC,FR1,FQB,FY);
К2-УР*Н;У1-У+К2*О.5; _
CALL FCTP(T1,Y1,YP,M,N,YZ,FA,FC,FR1,FQB,FY):
КЗ-УР*Н;У1-У+КЗ:

Т1-Т+Н:

CALL FCTP(T1,Y1,YP,M,N,YZ,FA,FC,FR1,FQB,FY);
К4-УР*Н:

У1-У+(К1+2*К2+2*К3+К4)/б;

Т-Т1;

У-У1:

CALL OUTP(T,Y,YP,NN,P,YZ);
IF Р-1 THEN
DQ;
I·HLF--1: GOTO МК:

END:
IF Т>·ТК THEN GOTO МК;

GOTO МЕТКА; МК:;

DO 1-1 ТО Ni
K-N*N+I:XV(I)-Y(K);
DO J-1 ТО Н;

K-3+N*(I-Z1}; PV1(I,3)-Y(K);
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END
END
END
END KALBUS;
ZAMER:PROCEDURE;
DCL (SIGM~,SIGMV,TZ,THACH,X1Z,X2Z,WZY,
VZY,XZNM(2»~XT; .
DCL (WZYB,VZYB) EXTERNAL, NQRMRA ENTRY;
WZYB-WZY;VZYB-VZY;AMO-O:
CALL NORMRA(AMO,SIGMW,WZY);
GALL NORMRA(AMO,SIGMV~VZY);

ТНАСИ-ТZ;

XZNM(1}-X1Z;XZNM(2)-X2Z;
END ZAMER;
FCTP:PROC(T,PRK,P1RK,M,N,YZ,FORMA,FORMC,
FORMR1,FORMQB,FORMY);
DECLARE PRK(*),P1RK(*),YZ(*),
(M,N,NM,I,J,K,)BIN FIХЕD(Э2),

(FORMA,FORMC,FORMR1,FORMQB,FORMY)ENTRY;
NN-N*N+N:
8EGIN;
DECLARE
P4(N,M),DK(N,M),CT(N,M),C(N,M),R1(M,M),
У1

0

(М) ,Х1 (М) ,X2{N), (А,АТ,Р1,Р2,РЗ,QВ)
(N,N),PV(N,N),X(N),

(GMPRD, TRANSP, GVPRD) ENTRY;
DO 1-1 ТО N;
K-N*N+1; Х(I)-Рак(к);

END:
END;
CALL FORMQB(QB,T);
CALL FORMA(~,T): CALL TRANSP(A,N,M,AT);
CALL FORMC(C,T);
CALL TRANSP(C,M,N,CT);
CALL FORMR1(R1,T):
CALL GMPRD(PV,CT,P4,N,N,M);
CALL GMPRD(P4,R1,DK,N,M,M);
CALL GМРRD(DК,С,РЗ,N,М,N);

CALL GMPRD(A,PV,P1,N,N,M);
CALL GMPRD(PV,AT,P2,N,N,N);
DO 1-1 то М;

DO J-1 ТО М;

K-J+N*(I-1);
Р1RК(К)-Р1(I,J)+Р2(I,J)-РЭ(I,J)+QВ(I,J);
END;
END;
CAL~ GVPRD(C,X,Y1,M,N);
CALL FORMY(YZ,M,T);
Y1-YZ-Y1;
CALL GVPRD(DK,Y1,X2,N,M);
CALL GVPRD(A,X,X1,N,N);
DO 1-1 то N;
K-N*N+I; P1RK(K)-X1(I)+X2(I);
END;
END;
END FCTP;
OUTP:PRQC(T,PRK,P1RK,NN,PR,YZ);
DCL (M,N,NN) BIN FIХЕD(Э1);

DCL (VZY,WZY,X1Z,X2Z) ЕХТ;

DCL PRK(*),P1RK(*),YZ(*);
РР·О; .
РОТ ЕDIТ(Т,Х1Z,РRК(5),Х2Z,УZ(1),РRК(б),



РRК(1),РRК(2),РRК(З},РRК(4»

(СОLUМN(З),F(5,2),Х(З),2Е(10,2),Х(Э),

ЗЕ(10,2),Х(З),4Е(10,2»;

END оотр;

FORMA:PROC(A,T);
DCL A(2,2);/*A(N,N)*/
А ( 1 , 1 ).- О • : А ( 1 , 2 ) -1 • : А ( 2 , 1 ) - -4. ; А ( 2 , 2 ) - - о .8.:
END FORMA; ,
FORMC:PROC(C,T);
DCL с(1,2);/* C(M,N) */
С( 1,1 )810. ;С(1 ,2)-1.;
END FORMC;
FORMQB:PROC(QB,T);
DCL ZNQ ЕХТ;

DCL QB(2,2);
О8(1,2)-О;

QB(2,1)aO:
О8(1,1)-О;

gB( 2,2 )·.ZNQ;
END FORMQB;
FORMR1:PROC(R1,T);
DCL R1(1,1);
DCL ZNR ·ЕХТ;

DCL м BIN FIХЕD{З1);

R1{1,1)=ZNR;
END FORMR1;
FORMY:PROC(Y,M,T);
DCL М BIN FIХЕD(З1),

у (1 ),
(VZY,WZY~WZYB,VZYB,

X1Z,X2Z,
H,THACH,XZNM(2» EXTERNAL;
X1Z-XZNM(1)+XZNM(2)*(T-THACH);
VZ·VZУВ+(VZУ~vzУВ)/Н*(Т-ТНАСН):

X2Z-XZNM(2)+(-4*XZNM(1)-0.S*XZNM(2)+VS)*
(Т-ТНАСИ);

у ( 1 ) -X2Z+ (WZYB-WZYJ /Н* (Т-ТНАСН )'+WZYB;
END FORMY;

5.6. Фильтрация нелинейных систем

Необходимость оптимизации процессов измерения в сложных системах (боль­

шинство из которых нелинейные) стимулировала разработку. Me~OДOB' нелинейной

фильтрации. Основой для их развития послужила теория стохастических диффе­

ренциальных уравнени'й [46-48J. некоторые понятия которой изложеНqI в § 2.1.
Стохастическое дифференциальное уравнение диффузионного типа

dx (t) = f (~,t) dt + v (x,t) d(3 (t), t~ to' . (5.25)

Здесь ~(t) - стандартный винеровскиЙ. процесс. т. е. процесс, принимающиЙ. веще­

ственные значения с независимыми и нормально распределенными приращениями.

математическим ожиданием M[d~]='o и дисперсией .M[d~2]= dt; функции '(х, t) и
v(x. t) - коэффициенты сноса и диффузии. Часто (особенно в ИН>I{енерных прило­

жениях) используется стохастическое дифференциальное уравнение вида

х (t) = f (x,/) + v (x,t) ~ (/). (5.26)
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Пусть нелинейная система с неnрерывн.ЫJ1t времене},! ~aдaHa векторным стохасти-

ческим ураВ!Iением диффузионного типа .

. dx (t) ::;:::. f-(x;t) dt + v (x,t) d~. (5..27)

Вектор' состояния системы x(t) недоступен непосредственному на.БJJlодению. од­

нако на($людается другой вектор y(t), так ч'то процесс измереНIJЙ такж~ описывается

стохастическим дифференциа~ьным уравнением

dy и) = h (x,t)·dt + dy (t). (5.28)

Векторы х· и f-n-мернь~еt у и Ь-г-мерные. Винеровские процеСС~I Ji(t) и ,\,(1)
принимаются независимыми~

Для оценки вектора состояния применяется линеаризация: уравнеf:lИЙ (5.27),
(5.28) с последующим использованием методов линейной ф8льтрации, что при­

водит к следующим уравнениям:

х = f(x,t) + v (x,tH и) + Р( :~J т R-1[у (t)- h(x,t)J,

·,t~ =x(t~ =M[x(t~J,

. af ·( af
J
Т.' ( ahj т R 1 дЬ Р

Р = - р + р -.- + vQvT
-- Р - - -. ,

дх . дх дх дх

м[ (.~ (t) - Р (t~} {р ('t) -:р (,;)} т] = Q (t) б (t - '();

м[ {v (t) -'V (t)}.·{ 'V (,;) - У(Т)} т] = R(/) ~ (t - -r);

м[ {~( t~ - х( t~} {~(t) -fГи)}J = о,

(5.29)

~(t), v(t), х (t) - ф.ункци,И ,математических ожиданий соответствующих процессов.

Частные производны~ afjax И ahjax могут вычисляться 'как вдоль опорной (номи­

нальноii) траектории;описываемойдифференциальнымур~внениемx=f(x, t), так и в

т~чке, представляющеЙ оптимальную· оценку х. В последнем .случае матрицу P(t)
можно вычислять лишь в .режиме реального времени, так Ka~ она будет зависеть

от текущей оnен~их (через afjax, abjax).
Пусть в дuна},tичесICОй .. системе с диСlCреТНЫА! .BpeAteHeAt задан нел~нейный

многомерный процесс .

х (k + ~) = fk [х (k») + w (k), k = 0,1, .... (5.30)

Измерения производятся С помощью устройства, описываемого неЛИliейны-м урав­

нением

(5.31)
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Предп.оложения. о статистических свойствах всех случайных. величин 'остаются та­

кими же, как и в § 5.5.
Алгоритм нелинеА-н(>й филртрации определяется следующими рекуррентными со:

отношениями:

X.и~) = x(k) + .~(k)[y(k) - hk{x(k)}], x(k) ~ fk[X(k ~ 1)};

"_ Bfk- 1 _ [afk - I ~
P(k)= Bx(k_l)P(k-l) 'Bx(k-l) +Q(k-l);

к (k) = Р (k>[ a=~:J т {д:~:) Р (k>[ д:~:)~ т -+ R(k)} - I

- -' дЬ -
Р (k) = Р (k) - К (k) .дх (k) P.(k). (5.32)

Здесь Р(О)= Р(О), а начальное значение оценки х(О) задано.

Частные 'проиэводные Bfk /Bx(k) и Bhk /Bx(k) можно вычис~ять ~ибо на номи­

нальной траектории, описываемой уравнением x(k+1) = fk[x(k)], либо Bfk
/ Bx(k) в

точке x(k), а Bhk
/ ax(k) в точке .X(~). В после~нем случае" матрица P(k} может быть

вычислен~ лишь в режиме реального времени.

Метод лин"еаризации (и, следовательно, свед~ние задачи нелинейной филь­

трации к хорошо разработанным MeTOД~M линейной фQльтрации) зарекомендовал

себя как достцточно эффективный. Однако точ:ность фильтрации мож~т быть

значительно ухудшена при наличии в системе случайных .возмущениЙ большой ин­

тенсивности, так" как в этом случае процесс линеарцз.~цци с'вязан с большими по­

грешностями. Кроме того, заметное влия'ние' на точно~ть рабо~ы алгоритма нели-

нейной фильтрации имеет выбор начальной оценки x(to) (Х(О». .
Для проведения практических расчетов на ЭВМ предложенные алгоритмы нели­

нейной фильтрации могут быть реализованы с помощью приведенных выше про­

грамм I<ALMAN и KALBUS. При этом необходимо обеспечить выlислениеe частных

произв~дных Bfk
/ ax(k). Bhk

/ ax(k) в подпрограм~~х, фQРМИ.РУio"щИх модели системьi.
а также модели процесса измерений (см. § 5.5) .... .

5.7. Адаптивная фильтрация линейных систем с дискретным

временем

Алгоритм Калмана при решении практических задач бывает недостаточно эф­

фективным (Т. е. имеет недостаточную точность) или, более того, в процессе вычис­

ления оценок может разойтись. Это вызвано следующими причинами : при функ­

ционировании реальной системы ее параметры могут подчас существенно отличаться

от параметров .математическоЙ модели этой системы,_ н.а О.снОве ~оторой построен

алгоритм фильтрации; реально действующие 'на систему иизмер~тельные устройства

шумы являются негауссовскими или имеют· параметры распределения, отличные от

тех, на которые настроен алгоритм. Таким образом, потребности практической реа­

лизации алгоритмов .фильтрации обусловливают необходимость усовершенствования

классического фильтра Калмана так, чтобы о.н эффективно работал и при несоот-

129



ветствии аhриdрны�x М(jд~лей сИстемЫ и о шумов их конкретным реалиаациям. Сов­

1JeMeH.Hbie методы реluения данной з~да чи базируются на двух основных пt>дхОдах.

Перnый СввзанС оцениванием (идентификацией) параметров модеJiи в процессе

функционирования и нс.пользованием ПОJIучен.ных оцеlIОК в традиционном фильтре

I(aJIMaua. В10РОЙ подход основан на анаЛизе «обltовляющегося» процесса и адапта­

ции фЙJlьtра ос помощью перестройки ero структуры "а реальные проц~ссы, деЙ­

ствующие в канале измерений.

Рассмотрим алгоритм адаптивной фильтрации, построенный на основе ВТОР9ГО

подхода. Пусть линейная система с дИскретным временем вида

х (k ~+ 1) = А (k) х (k) + G (k) w (k),

У (k) = С (k) х (k) + 'v (k) а. (k) + [1 - '\' (k)] р (k),
(5.33)

где A(k) и G(k) - детерминированные вещественные .матрицы размера nХ n и

"nXs соответственно; х(k)-n-мерный вектор состояния системы; w(k) - случайные

независимые в СОВdКУПНОСТИ гауссовские возмущений (s-мерные) с нулевым мате­

матическим ожиданием и кова!Jиационной маТJ»Iце~ K~(k); y(k)- г-мерный вектор

измерений; C(k)-(tХn)-ма~рица,k=O. 1, ....
посл~дова1еJiыtстьb "i(k) обраsуют неэа8исимыI·. между собой Случайные велн­

чиныl. принимающие значения О и 1 с вероятностями g/i й Pk: P{V(k)==l)=pk=l-qk.
СлучаЙНЬiе (-мерные веJlИЧИНЫ a(k) и P(k) неза~исимы в совокущtо~!и и ЯВЛЯются

гауссовскими -с нулевым· математическим ожиданием и ковариационными матри­

J\~аМи K~(k) 'Н. 1(p(k) соответственно. Обычно предполагают, ЧТ~ Pk~ qk, И тогда при- о

вед~iI.наЯ модель описывает ситуацию., когда в канале измерения. имею"t'ся обычные

~O характеру ШУМЬJ P(k). чередующиесв с редко появляющимися, но мощными

поМехаМи a.(k), соответствующими случаям аноМальных измерений.

Начальное значение·х (О) вектора СОС1'ояltия систеМы предполагается гау.ссов-·

С1(ИМ с ·матеМ8тИческим~ ожидаliием тх(о) и коваРИ,ационной матрицей Кх(о). Предпо­

JiОЖИМ далее, что последоваtельноети {w(k)}. {y(k) }t. {а, (k») и {(3(k)} ВЗ8ИМНО неЗ8ВИСИ­

МЫ И ilезависимьi от х(О). В даJIьнейшем тот факт. что случайная величинц ~ с f!1.a­

тематическим ожиданием M~ и ковариационной ма"t'рицей к(,) гауссовекая, будем

обозначать oo~~ N (it1~'l(t)· '
в основе алгоритма адапtИВНОЙ филь-тр.Вции лежит идея классификации ,ре­

ЗУiЛьтатов наБJlюденiiА y(k) Н8. две группы, соответствующие шумам a(k) и ~(k), с по­

CJtеДУioщеЙ модификацией алгоритмов фильтрации, У4итывающей реальную модель

noMe~. Для этоtо привлекается методология байесовских рещений [49, 50]. В этом

~~учае оценка y(k) определяется следуюuцим образом:

V(k) = {О.· если А. [~y (k)] ~ Ck;

1, если A k [Ау (k)] < ck'

гд~ ОТltошени~ праJJдоподобия l\k[l\y(k)] задается К8К

. f [АУ (~)IY (k)= 1]
Ak [Ау (k)] = f [Ау (k)loy-(k) == о] t

а KOHcTallTa Ck определяет заДанный порог. В прив~деНIiЫХ соотношениях Ay(k)=
=y(k)~ C(k)ihx(k)t ~ математическое ожидание процесса x(k) определяется рекуррент-

но: Ihx(k+l)==A(k)n\x(k) (k~O).

130



Введем условную .ПЛОТНОСТЬ случайной величины Ay(k) при данной V(k):

[ J {
-." N( О, КХ (k) + Ka(k~ при 'у (k) = 1,

f L\y(k)ly(k) = - . -
-.,,-N (о, Кх (k) + Кр (k~ при 'у (k)= О,

где Kx(k)~C(k)Kx(k)CT(k).
Определим функцию отношения правдоподобия

IK 11/2
л[~у(k)] = 'x(k)H(k) 1/2 ехр{ ~~УТ(k) Х

IKx (k) + (1 (k)1

Х [ K;<l)+ JS (k) + K;(l) +a(k~ Ау (k)} .

Здесь KX(k)+P(k)= KX(fl) + Kp(k); Kx(k)+r.&(k) = I(X(k) + Ka(k) ,

где и:овариационная матрица Kx(~)' определяется с помощью сле~ующего рекуррент­

ного соотношения:

Кх (k+ 1) = A.(k) Кх (k) АТ (k) + G (k) Kw (k+ 1) GT (k).

Введем вектор f1l ~{.y{O),'\ ... , v(k}} ·оценок случайных велиЧhн у(О), ... , y(k).
Адаптивный алгоритм получения стабильного решения x(k) з'адачи филnтрации·

имеет следующий вид:

х (k) = А (k - 1) х (k - 1);

P(k} = A(k - l)'P(k -1) AT(k - 1) + G(k -1) K\I{{k_I)'QT(k - lJ,

х (k) = х (k) + 1« F,k) [у (k) - С (k) Х (k)],

К (rk,.k) = Р (k) СТ (k) Те (k) Р .(k) СТ (k) +
+1' (k) Ka(k) +( 1 - 1'Ck») Kp(k)] -1, k = 1,2, ....

Начальные приближения задаются: х(О)=х(О)=mх(о)' Р{О}= Кх(О)..
Как видно из приведенных соотношений, адаптивный фильтр Калмаll8 состоит

из двух фильтров, которые подключаются в соответствии с тем, какая из моделей

шумов измерения классифицируется как истинная. Указанные фИЛЬТР~I формиру­

ются на основе однотипных алгоритмов. различающихся' лишь способом выбора

коэффициентов усиления K(f\. k), которые меняются в зависимости от вида по­

мехи.

Коэффициент Ck, который определяет значение порога в решающем правиле

Лk[Ау(k) ]~ Ck, целесообразно определять для конкретной задачи с помощью ими­

таццонного моделирования процесса фильтрации. Можно предложить также другой

подход [52.], связаН~IЙ с применением оптимальных (байесовских) решающих пра­

в~л. В это~ случ-ае пр~извол, имеющийся'в выборе Ck, переносится на выбор соот­

ветствующей матрицы потеРЬ,реализовать который не менее -(а подчас и более)

СЛО}l{НО, чем определить непосре~ственно коэффициенты Ck.

Рассмотрим задачу построения адаптивного варианта фильтра К~лмана в слу­

чае, когда ковариационные функции шумов системы и погрешности измерения
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(5.34)

частично известны. Предположим, что дискретная линейная система описывается

рекуррентными соотношениями

х (k + ~).= Ах (k) + Qw (k);

у (k) = Сх (k) + v (k),

где х(k)-n-мерный вектор состояния системы; А - переходная (n Хn)-матрица;

С и G .,.- матрицы размера гХn и nXs; k=O, 1, ....
ПреДПОЛО)l{ИМ, что векторы w(k) и v(k) (s и г-мерные соответственно) представ­

ляю~ собой некоррелироваННЬJе гауссовские шумы со следующими характеристиками:

М [w (k)] = О, М [ w (k) wT (т)] = Qбkm;

м [v (k)J = О. М [ v (k) vT (т)], = Rбkm;

М [ W (k) уТ (т)] = 0'-
Здесь Q и R- положительно определенные (ковариационные) матрицы. Предполо­

жим также, что вектор начального состояния системы также гауссовский с нулевым

математическим ожиданием и матрицей ковариации РО. Будем считать систему, опи­

сываемую соотношениями (5.34), наблюдаемой.
. Алгоритм фильтрации Калмана (§. 5.4:) существенным образом базируется на

точном знании ковариационных матриц Q и R. В то же время существует большое

количество практических. .эадач оценки состояния динамических систем, в которых

указанные матрицы известны лишь приближенно или вообще не известны. Адап­

тивная модификация l<лассичеСКQГО фильтра Калмана~· предложенная Р. Мехрой

[53], эффективно работает и ·при отсутствии информации о м~трицах Q и R.
I<aK и в предыдущем ..а~горитм~ адаптивной фильтрации, процесс оценивания

основывается на анализе своЙств ...ОБНОВЛЯlощего .процесса фильтрации, т. е. после­

довательности

ду (k) =.у (k) - Сх (k). (5.35)

Обновляющий процес~ интересен тем, что он· содержит всю н~вую статис~ическую

информацию, получаемую с помощью наблюдений y(k). С помощью оБНОВJlЯ~iцего

процесса можно определить оценки КОJ;l~:риационных матриц Q и R [53] ..
в случае достижения системой установившегос~ состояния коэффициент усиле­

ния 'фильтра К, а также экстраполированнаяматрица ковариаций ошибки 'р не из­

меняются со временем:

К = РСТ( СРСТ + -R) -1,

Р = А (Е - КС) Р (Е - КС): АТ + AKRKTAT + GQG. (5.36) .

Выражения· (5.36) можно использовать для расчета матрицы Р как при оп­

тимальном коэффициенте усиления, так и при субоптимальном. коэффициенте, рас..
считанном на основе приближений Qo, Ro ковариационных матриц Q, R.

Введем последовательность
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Используя О!1ределение обновляющего лроцессз, нетрудно получить следующие

соотношения:

Эти формулы в дальнейшем будут играть важную роль для получения оценок

неизвестныхковариационных матриц Q и R. Суть же самого алгоритма адаптивной

фильтрации состоит в том, чтобы, используя на первом 'шаге априорные оценки Qo,
·Ro неизвестных ковариационных матриц, уточнить их в процессе фильтрации и в

дальнейшем использовать уже уточненные о~енки. Таl{ИМ образом, весь процесс

существенно зависит от возможности получить .статистические оцеНI{И матриц Q, R с

требуемыми статистическими свойствами (например, состоятельные и асимптоти­

ческие несмещенные).

Приведем вычислительную схему получения оцеНОI{ ковариационных матриц

Q, R:
1. Вычисление оценки ве.пичин Ck по формуле

N

С. = ~ ~ А.у (1) А.уТ (i - k),
i=k

где N - k - .число наб":l·юдени.Й.

2. Вычисление оценки произведения по· следующей схеме. Имеем

. .. .. . .. .. . .. .. . .. ..

сп = ,сД·,,·рст - СА:КС,,_ i - - СД" кео·

Следовательно,

РСТ=В+

C1 + САКСо

С2 +'СДКС, + СА2КСо

Здесь 'в+ - псевдообращение матрицы

С

В=
СА

А
I
I

CAn-l

(матрица В является произведением матрицы наблюдаемости и переходной матри­

цЫ А, им~ет ранг n). Тогда для оценки матрицы РСТ моя<но записать

..л

РСТ= В +
C1 + САКСо

С,. + CДKC~_I + ... + СД" КСО
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3. Вычисление оценки ковариационной матрицы R по :формуле 'R=Со - c(PC~).,

4. Вычисление оценки кова риационной матрицы Q путем решения следующей

системы:

k-l

~ CAJGQGT{AJ-k)ТСТ=(РСТ)Т(А-k) СТ-

/='0

k-l

-С.Аk.Рст- ~САiS(Аi-k)ТСТ, k= l, ...,n;
/=0

Сделаем следующие замечания по -поводу изложенного метода вычисления оце­

нок а, «: 1) величины Ck можно определять и реl<УРСИВНО по мере накопления

новых точек с помощью формулы

где C~ - оценка величины Ck поl наблюдениям; 2) изложенный .метод имеет огра­

ничение - для его применения необходимо, чтобы число неиз~естных элементов ко­

вариационной матрицы Q быnоне больше nХг, цапомним, что Q~(qХq)-матрица.

Результаты по построению адап'гивныIx .аJIГОрИТМОВ фильтрации можно обобщить

и на случай I<орре.лированности шумовси~емы .и погрешностей измерений [&2, 53] .

г л а ва :6.

Оптимизация непрерыв.ных параметров систем

упра8"~Н~Я

6.1 .. Постановка задач

В с·амом широком смысле общая задача оптимизации непрерывных параметров

с.истем автоматического управления заключа~тся ~ OTblcl<a нии экстремума критерия

(целевой функции) пр.и .заданных ограничениях в ви:де равенств и (или) неравенств,

т.е. в решении задачи математического про~раммирования [16, 18; 20, 29, 55].
Пусть некоторая действительная,функция Р(х) представляет собой целевую

функцию (критерий); функции ha(Х), ... , hn.{x.) з~дают ограничения в виде ,равенств,

а gn+ а(Х), ... , gp(x) - в виде неравенств, где X=(XI, ... , ХIII}Т - вектор-столбец

компонентов Ха, .. :, Хm В т-мерном евклидовом пространстве Rm
•

Общая задача нелинейного программирования" может быть сформулирована

следующим образом: мииимизировать функцию F(x) (х Е RIII
)

F (х) -+ min

при n ограничениях в виде равенств

hj(x)=O,j= 1, ... ,n,
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и .р -n ограничениSlХ в виде неравенетв

gj(X) ~ о. J~ n + 1•...• р. .(6.3)

Вектор х*={х; t ••• ; х:'У. удовлетворяющий соотношениям (6.2). (6.3) ИМИНИми·

эирую!ций -фУНkЦИЮ Р(х). liазыIgетсяя О!J,?,uмальноЙ. точкой. а соответствующее
значение Р(х*) - оnтuм.аЛЬНblАt значенuеАt Целевой. функциu. Пара х* и F(x*) состав­

ляет оnтUАfальноерешение. В даJIьнейшем без ограничения общности будем считать.

что цел~ю разработчика системы управления является минимизация HeKO~Opoгo

критерия F(x) (задача максимизаiJ.ии Р(х) сводится к минимизации kритерия­

F (х».

Традиционно в математическом программировании 8ЫДелsпотся CJ1едуioщие

ОСНОвнЫе· разделы:

линейное tit>Ьграммирование - целевая функция линейная. а МlIОЖ~СТВО; на KOTO~

ром осуществляется поиск экстремумафункции (криtерия) t задается системой.

линейных равенств инеравенств;

неJiинейное програММИР·ОЬ8ние - неJiиIiейные функции критерия И 0гран~ч~ниSl.

НеJiинейное i1РQ.Fр.аммИ~овnние принято подразделSlТЬ на выпуклое -: когда

ныnукла целевая,фУнкцияи выпукло множество, на котором решается эксrре.М8JIыt8Й

задачй. и квадратичесkое- когда цел~вая ФУнкция kвадраТИtlна, а ограничеll"Я­

JIинеЙliые.равеiiсtва и l:tepaQelicTBB.

В наст()ящей главе riривед~ны алгоритмы и программы решения задач

'нелин~йньго прОграммиро~аН)iЯ. Приводятсяследующие алгоритмы:

1) ОптимизацИ.и одномерного унимрдальногь критерия;

~) оптимизаЦИИ M~TOДOM ПОСlЛе,ztоваtелЬ1l0ГО .изМенениЯ пер-еменных~

3) оптимизации методом прямоtо ·nоИСКа (методом ,коНфигураЦий);

~) оптимиэаЦй" MefoAdM ~КОJIьgяще·го допуска; .
Б) оптимизаiI.иИ методом СОПРЯ}I(еllНЫХ направлений;

6) оптимизации rрадиеНТlIЫМ MeTOAorv{;

7J штрафных и .барьер~ь~х .. фу.~КЦI1~. .
Алгоритмы 1-3,· 5, 6 ri"реДiiа.зfН~·~~Н~i ,цЛSl. реше.ния Задач ьптимиззции без

ограничений на область суrp.еСТВОВ31iИя dnтиМ·ЙJiЬНых параметров (Т. е. пtJ!f hj(x) ==0 и

q;(x) ~O для всех xERm~ j= 1:,.", n.; i=n+ 1.; .~ .. , р). АлгорhтмыI 4j 6 решают общую

задачу оптимизации с ограничеhиямИ. Приведенные в главе алгоритМы 1-4
относятся k так iiазыьаем:ы�'. поi!сковьtМ. в KOTOPbtx. направление МИНИМИЭ8ЦИИ

опредеnяетсSi Н8 основании последов·ателhных ВЫчислений функции критерия F (х) .
ОСНОВНЫМ nреимуществом методов поиска является то, что они не требуют регуляр­

ности и непрерынQети· .. Целевой функции, а также сущес:твования rtрОИЭ80ДhЫХ.

На hрактиkе поисковые алtоритмы часто ока3ы�аютсJ! достат()чно эффективными

и удобными для пользователя. АnгарнтМ б пр"uа;ДJIежитк' сеМёЙСТВУ а.лгоритмОв,

использующих факт существования у функции критерия F (х) двух производных.

Как правило, при решении задач l:iелинейtIог() программирования методыI. "спользую­

щие производны1,' сходятёя БыIтрее,' чем прямые меТЬАЫ поиска. С другой ётороны,
проблемой использований M~TOДOB оптимизаЦИИt основанных на вычислеltl:t"

первых И при необходимости вторых производных. является довольно большое время

(00 СР.8внению с методами поиска) на подготовку задачи к решению на ЭВМ.
. При решении задач математичеекоrо программйрования необходимо уметь

оценить эффективность J}аБотыI ТОГ0 ИЛИ Иного а.лгоритмв'. ОДИН И3 наиболее часто
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Н~{I,?льзуеМРI..х рц, дракт.ике к:ритериев позволяетоцени-ть скорость СХОДИМQСТИ

аJJr<>ритr.,:а: К'. ОПТИМ~ЛhЦОМУ. решению.

Пусть ХО :--с- ~~':Iальная точка поиска, х - искомая точкаэкстремума~ Пусть далее

8 Р~ЗУЛ~Тflте. pa:QoT~1 .некоторого., алгоритма порождается -последовательность'точек

~1 (.хо) , .~., cx,k (ко), ... , СХ~~flщаf{СЯ К.Оflти~альноЙ точк~ х. Пусть порядок сходи~ости~р

опр~деJJ~~ТСЯ отношецием

{
_ l~k+.(X~ - xl }

р = sup q: .~ = Iiт . < 00 •

. /l-+ 00 Iqk( ~~ ,--,. xl Q

Здесь Вт Yk - верхНий предел последовательности gk; Нт Yk= Вт SUP(Yk, Yk+J, ...};
k~oo . . , . k-+-oo k-4--OO .

р - коэффицие~т сходимости. Если р = 1 И ~ < 1, то алгоритм имее; ЛИН~ЙНУIQ
сходимость, если р> 1 или p=1 и р=о, то сверхлинейную. В частности, если

р= 2, то имеет место квадратичная сходимость.

Скорость сходимости не может слу>кить еДИН.ственным критерием эффективности

ал~о~итма. Друг"!ми важными фа~тора.ми, влия~щи,ми на· про~есс оптимизации

. параметров систем, являются устоичивость, универсальность алгоритма, а также

з.'аТраты, с'вязанные с подготовкой задачи и ее решением н-а эgм. .

6.2. Минимиэация одномерного унимодального критерия

Предположим, чтu подлежащая минимизации на отрезке [а, Ь] (a~b) одномерна.я

действительная функция Р(х) унимодальная, т. е. ДЛЯ любых ДВУХ т~чек .Х), Х2Е[а, Ь]

F(x.) < P(x~, если х < х. <Х2'

F( х.).> Р( x~, если Х. 1 < Х2 < Х.

Здесь х - единственная точ'ка положения минимума Р(х) на отрезке [а, Ь].

Из определения унимодальной функции следует. что справа :И С,.l1ева 9Т поnо~ения

ее минимума унимодальная фун~ция только возрастает (рис. 6.1).
унимодальность является .достаточно P~C~POCTp~JleHHbIM свойством систем

автоматического управления. При наличии априорlIОЙ информации об унимодальности

F F F
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ОnТИмизируемого·критер..я появляется 'ВОЗМОЖН'оегь :fiО'стр'оения эФФеКтив·НьiХ.меТОДо8

поиска его экстремума. Одним из таких методов и является преДJiаrаемыйния{'е;

представляющйй собой' комбинацию методов З0лотогосечения и -парабоЛ.

В оСнове AfeToaa золотого сечения лежит схема Кифера [2, '58, '59]". Предilоложим~
что в nроцессе 'работы алгоритма функция Р(х) вычисляется k раз ·(k~ 1)', Естест.венно

стремление использовать информаЦИIО, полу~енную в процессе этиХ вычиtлеllИИ 'такiПVI

образом, чтобы максимально СУ~ИТЬ интервал неопределенности поло}кения точки

экстремума.

Введем следующие обозначения.:Хk - координата на отрезке [а, ы1 вычисленная

на k-M шаге работы алгоритма; Х; - поло>кение минимальноI:'О значения Р(х) к k-.MY
шаГУПОИСI~а; lk.-:- соответствующее значеНJiе из интервала неОriРеделенНости. .

Разобьем пространство ВО;ЗМО)l{НЫХ исходов (k+ I)-ro шага на события

Q,'и Q2: : .

Теперь за~ачу построения траеКТ9РИИ поиска. XI, ••• , Xk такой, чтрбы маКСI1М~ЛЬНО

сузить интервал неопределенности'·lk+.I, МО)l{НО сфОРrvtулировать в виде следую­

щей минимаксной задачи:

Введем vk=hk+l-ak, где ak - координата левого конца интервала 'неопределен­

ности lk. Построим функцию Lk+ ((Xk~ Q).
1. Если Xk<Zk=xf-аk, то

при Q = Q(J

при, . Q = Q2'

2.. Если 'Vk > Zk; то

Q=Q.,

g~.~2·

Теперь нетрудно определить как саму.зависимость функции maxlk+ I(Vk, Q),
g

так и гарантированное значение интер~ала неопределенности lk+ 1= lk -Zk. Очередную

точку поиска. Xk следует ~асполагать в' пределах Z~<Xk~ ~!l-Zk. Обычно .выбирают

точку Хk,маl<си.мально уJiалеННУIООТ наилучшей Y>K~ отобр~нной точки xf, полагая

Xk = lk - 2k. Последнее 'соотношение ~ опр~деЛflет минимаксное праJJ~1I0 Кифера:

новую ТОЧI<У поиска следует располагать симметрично экстр~мальному·QТНОСl:fтельно

середины интервала неопределенности. Сам проц~сс поиска целиком зависит от

выбора начальной тоЧКи поиска 21.

При построении плана последовательности пробных точек XI, ••. , Xk используем

следующее рекуррентное соотнощеEJие:

(6.4)
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T~Q~Pb I1ртребуем, чтоБЬJ от~ощение интерВ.Ц/Jоа liерпредеJIfltIlt9СТИ на, др)'х п~~де­

ДУJQЩ"~ Jцctга~ 'nOH(!K~ БЬJ~~ П~~ТОЯНJI.Ь~f4: lk+l/lk~1:;::::;const(~;;::: 1, 2! ...).Из (6,4)
им~ем 't.~I+IIl+,J/lk:;:::J+l/r, откуда находим .J";::;:(1+-I5)/2~.\,618. ТРЧ~И э.~с­
nеримеНТDВ располагаются на интеРВ811ilХ цеопределенности, соот'вет~твуfOЩИХ

соотношению (6.4). ТQЧКЦ П~РQОГО ЭКСn~РИt,fента опр~де.ляется из СООТflощения

Zt·= [2 = ll/'t. Иl;IтеРР.ftЛ неопределенности Ik':; II/т,k-I =;:/1't1- R (k ~~).
Т~«:ИМ.~ Qбра~ом, метод золотого сече~ия харакr~ри3.ует~я ЭК:СПQ"е~ц~а/IЬНОЙ

CKOPOCT~~ сходимо~ти и состоит В цостроеции последо~ательностц ~"теР~~ЛQР

lk=;;[ak, bk], СТЯГlJВ~ЦРЩfl~СЯ & точке х* МИНJfмума фУНКЦИИ f(,,) на и.~~одном

ртреаке [а, Ь] ~ .
. Приведем схему aJtrOpJiTlYIa 3.0JfOTOrO С~Ч~JПiЯ, УДQбliУЮ ДJJЯ Р~ЦJ1И3ЦЦИ" fla~BM.

{. Выбираем OTpe~OK [а, Ь],_ сqдер}кащий точцу мц~имума. ~* ФУ~КЦИQ. Р(Х) ,
зцдаем ~ - точность определения ~*, I,;:;:;:Ь -а, J).::;::;: 1/t=(V5-1)/~, 1~=I-"II, l;=ll-;-l~t
'I==а+lз, РI=Ь-l з, k=2.

ВЫЧИCJJSf6~ ~еJJЦЧИЦЬJF(ГI), F(pl).
2. а) Если F(rk-I)~ F(Pk-I) , то

ak = ak _·I , I1 k =;: Pk-I;

ВычнсJiяем F(rk). Переход~м J< N. 3.
б) Е~ли F(rk-I» F(Pk-I), Т.О

ak = 'k-I' bk = bk - It .

Ik+2 = Ik -lk_I' Pk.= bk - ~k+2' 'k ~ Pk - ~.

Вычисляем F (Pk) , переходим к п. З.

3. Е~ЛJi L\k~8, то X*=Xk= argmin{F(Yk») F:(Zk}}. ЕСJIИдk>В, ТО полагаем ;k=k+ 1
и переходим «: п. 2.

Отметим, что на каждрм щ~ге а.лГQрИТМЦ, за искдючеJlием первого, ПРQИЭВОДИТСЯ

ТОЛЬКО одно. вычисление функцци F(x). .
ОДНИМ из недостаТI<ОВ алгоритма ЗОJlОТОГО. сечени~ SJ!Jляется то. что Ofl не" исполь­

зует возможной дифференци.руемост.и.ФУJ:lКЦИИ· Р(х), в~треч~ющейся достаточно: часто

в .приложениях. При наличии нецрер~JQНОЙ прои~воДноц F(x) возмож»в модернизаЦJiЯ

алгоритма - его усиление с помощью процедуры последоватеllЬНОЙ пцраБОJIи.ч~с~оЙ

интерполяции.

Метод парабол целе~ообраЗН9 ПР"М~НЯТQ· ,"ом.в 'Гого, K&~ н~йдены рпорные

рещеция Xk, Xk+l, Xk+2 (наПР~М6Р, Q реЭУЛJ:»тате k+2 шагов алгоритма 39J10Toro

сечения). Без ограниче"и~оБЩIiОСТИ можно пр~дпо,лОЖJfТ~, что Xk~Xk+ 1~Xk+2.

Метод парабол основывается на следующем факте теор"и JlнтеРnОJJЯЦЦИ: многочлен

второго ПОРЯДJ<а, графи~ которого проходит через точки (Xk, Р(х,,» , (Xk+ 1. F(Xk+ 1»),
(Xk+2, F(Xk+2)), достигает минимального значеНIiЯ В точке

1 (Xk+l-Х~~[F(~k+l) -F(Хk+~]­
X::;:::Xk + l - ~ (Xk+I~'X~'[F("Xk+l) ~·F("x~·+J]

- (Xk - 2 ~ X k + 1) 2[ F(xk + 1) - ре X~]

-(xk + 2 ,....,. Xk+I)[F"{x k +;) '- P{x~] .
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При этом IX-Xk+11 ~O,5max{Xk+1-х, Xk+2 -Xk+ I}, и для достаточно хороших начзJlЬ­

ных; приближений итерации метода. парабол сходятся со скоростью порядка

.р= 1,324, еслив· точке минимума Р"(х*)>0 (т. е. Р'(х) имеет простой нуль в точке Х*).

ПРОГРАММА FMINIM

Нilзначенuе: оптимизация по методу золотого сечения. Эта программа эквива­

лентна'аЛГОрJ:lТМУ Брента, записанному на "языке Алгол-60 [2].
ПdраАtетры:

АХ, ВХ - ·левыЙ и правый концы исходного интервала поиска, описываются

с атрибутами BINARY FLOAT;
F - процедура-функция, вычисляющая значения функции критерия;

TOL - интервал неопределенности конечного результата, описывается с атрибутом

BINARY FLOAT. ·
FMINIM - значение процедур-функций, стандартное обращение: Z=FMINIM(AX,

ВХ, F, TOL);
Основные этапы работы:

1) вычисление коэффициента сужения зоны поиска экстремума;

2) определение EPS..,...- наименьше.го положительного числа, представимого на

данной ЭВМ (определение машинной точности); \
3) задание начальных значений интервала неопределенности;

4) задание характеристикточности - начало основного цикла процедуры поиска;

5) проверка условия окончания работы;

6) проверка необходимости применения метода золотого сечени~;

7) построение параболы и прове-рка ее приемлемости;

8) параболическая интерполяция;

9) "роверка близости к концам .отрезка поиска;

1О) осуществление шага золотого сечения;

11) проверка близости к точке х;

12) задание новых значений параметров.

ПpUA.tep.· Минимиза·ция. фу;нкции ВаЛJlис.аF(х) =х(х2 ~ 2) -'- 5.
Исходные данные: A.=AX=Q" В::;::ВХ==l., TOL=I.0- 5

.•

Точное значение минимума ,г.=О,8165 получено за O~9 с на ЭВМ

EC-J050.

FMINIM: PROCEDURE(AX,BX,F,TOL):
DECLARE

(АХ;, ВХ, TOJ:"A, В, С, О, Е, EPS ,·хм, Р, Q,R,
TOL1,TOL2,U,V,W,FU,FV,FW,FX,X)
- BINARY FLOAT:.

DECLARE
F ENTRY;

/* */
С-О.S*(З.-SQRТ(S.О»);

/* 2 */
EPS-1.00;

MI:T: EPS-EPS/2 • О О i ~ TOL1 -1 •0+EPS :
IF TOL1> 1.00 THEN GO ТО МЕТ1;

EPS-SQRT(EPS);
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/* З */
А-АХ;

W-V;
FX-F(X) ;

В-ВХ;

Х-У;

FV.-FX;

V-A+C*(B-A) ;
Е-О.О;

FW-FX;

/* 7 */

/* б */

/* 4 */
МЕТ2: ХМ-О.5*(А+В);

ТОL1-ЕРS*АВS(Х)+ТОL/Э.О;
TOL2-2.0*TOL1;

/* 5 */
IF АВВ(Х-ХМ) (~ (TOL2-0~5*(B-A).)

ТВЕН GO' ro МЕТ9:

IF АВВ(Е) <- TOL1 GO ТО МЕТ4;

R-(X-W)*(FX-FV); O-(X-V)*(FX-FW):
P-(X-V)*O-(X-WO*R; 0-2.00*(Q-R);
IF О) 0.0 THEN Р--Р;

Q-ABS(Q) ;
R-И:; E-D;

МЕТЗ: 1" АВВ'(Р) ) - .. АВВ ( о •·5*Q*R")
ТНЕН GO то МЕТ4;

IF Р (- О*(А-Х)

ТНЕН ·GO ТОМЕТ4;
lF р )а О*(В-Х)

ТНЕН GO ТО МЕТ4;

/* 8. */

/* 9 */
О-Р/О: U-X+D;
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IF О-А < TOL2 ТНЕН

D-SIGN(XM-X}*ABS(TOL1);
IF В-О < TOL2 ТНЕН

D-SIGN(XM-X)*ABS(TOL1);
GO то МЕТ5;

/* 10 */
M~T4: lF Х )- хм T~!HE-A-X;

IF Х < хм THEN Е-В-Х;

n-С·Е;

ИЕТ5: l" АВВ.(О) )- TOL1 ТИЕN :О.,Х+О;

IF ABS(D) < TOL1 THE~

U-X+S.IGN(D) *ABS{TOL1)';
FU-F(tJ) ;
lF FU > "Х THEN GO ТО МЕТ6;

IF U >- Х ТВЕН А-К;

IF u < Х ТНЕН В-Х;·

V-W; FV-FW;

W-X; FW-FX;
Х=О; FX-FU;
GO ТО МЕТ2;

-МЕТ6: -1" U < Х THEN А-О;

IF O)~ Х THEN Б=О:

IF FU (~FW THEN GO ТОМЕт7

IF w - Х THEN GO то МЕТ?

IF FU <~ FV T~EN GO ТО M~T8

IF V - Х THEN GO то МЕТ8

IF v - W THEN GO ТО МЕТ8
GO то МЕТ2;

МЕТ?: Y·W: FV-FW;
W-U: FW-FU;
GO то МЕТ2;

МЕта: У-О; FV-FU;
GO то M~2:



МЕТ9: RETURN~X);

END FMINIM;

F:

TEST:

PROCEDURE(X);
F1-X.(X**2-2.)-5.;
RETURN(F1);
END F;

PROCEDURE OPTIONS(MAIN);
DECLARE (F"INIM,F) ENTRY;
DECLAREO(A,B,TOL) BINARY.FLOAT;
А-О; В-1;

TOL-1.E-05;
Z-FMINIM(A,B,F,TOL);
PUT SKIP DATA(ZJ;
END ТЕВТ;

6.3. Метод последовательного изменен~япеременных

При ОПТИМИЗ3ЦИf1 по методу последовательного изменеН}fЯ переменных (поко­

ординатного спуска) избирается траектория поиска экстр"емума IJ Ilиде ломаной

линии, отдельные отрезки которой параллельны коорДflнатным осям пространства

оптимизируемых параметров Rnl
• Суть его состоит в следующем.

После выбора некоторого начального прибли>кения xO=(X~, ... , X~I}T изменяетс~

каким-либо способом компонент ХI при постоянных значениях остальных ){омпонентов

X2=Xg, ... , Xm=X~I. ТаI<ИМ образом, движениеизточки Ха осуществляется по прямой,
параллельной оси OXI, в сторону убы~ания фУНI<ЦИИ Р(х). Аргумент х. изменяется

до тех пор, пока функция одной переменной F(XI, xg, ..., X?'I) не достигнет минимума

в некоторой точке xl. После этого поиск продолжается из точки x1'={xl, xg, ..., х?n}

вдоль оси ОХ2 аналогично выш~изложенно~у. Описаннgя проuедура последовательно

повторяется для всех ~I (i=3, ..., т) . Таким образом, траектория поиска состоит

из последоеательности отрезков, nараллельных координатным ОСЯМ. ПО завершении

поиска по всем т переменным цикл повторяется, т. е. вновь изменяется аргумент

х\ и· т. д. Итерационный процесс поиска ззканч'ивается, когда изменение аргумента

перестает приводить к изменению целевой функции.

Как видно из описания, метоД 'поочередного изменения переменных является

eCTecTBeHHpIM применением одномерного поиска '{ решению задачимногомерной

оптимизации и эффеl<тивноеть его существенно зависит от того, какой метод

используется при проведении одномерных оптимйзаций .каждого I{омпонента

вектора параметров функции F. В принципе для этих целей можно использовать

любой достаточно эффективный метод однопараметрической параметризации.

Например, при условии существования производных довольно часто при меняется

метод наискорейшего спуска [58, 60). Соответствующий вариант метода последова­

тельного изменения переменных' обычно называют алгоритмом Гаусса-3еЙделя.

Метод последовательногоизменеНIIЯ координат имеет ряд достоинств - он

достаточно прост для практического использования, а кроме того, инвариантен

относительно выбора масштабов по каждой координатной оси. К недостатку

метода следует отнести зависимость эффективности поиска от раСПОЛО>I<ения

поверхностей уровня F(x)' относительно осей системы координат ,ОХ1, ••. , Хm . В част­

ности, .метод последовательного изменения координат следует признать неэффектив-
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·ным для решения задач оптимизации, в ко­

торых' множество значений целевой функци 11

имеет структуру типа поверхности с гребнем.

Наиболее целесообразно применение ме­

тода последовательного изменения координат

в задачах. когда функция F имеет вид (сепа-

рабельная функция) .

·:Cz

Лцнии нро6нн F(tC!7 $2)
О "-----------~:x,~

Рис. 6.2. Траектория поиска при

минимиз.ациц двумерного эллип-

. тического объекта

т

F (х) = F* + ~ Р;( Х; - х;) •
i=l

(6.5)

где Р; (i= 1, ..., т) - унимодальные функции с минимумом Б начале координат

F;(O)~ Р;(у) (i = 1•... , т). в этом случае отсутствие перекрестных связей между пара-.

метрами XI, ... , Хm позволяет ·Б процессе оптимизации лишь однажды обращаться

к каждому параметру. Дейст:цительно, для сепарабельной функции (6.5) положение

-экстремума по каждому параметру Х; (i = 1, ... , т) не зависит от значений остальных

параметров. Поэтому достаточно сделать ТОЛЬJ(от спусков, причем окончательный

результат поиска не зависит от порядка проведения покоординатных оптимизаций.

Траектория поиска с ПОМОLЦью метода последовательного изменения координат

при решении задачи минимизации фУНI<ЦИИ эллиптическо{"о типа

где Р*, CI, С2 - некоторые константы, показана на рис. 6.2. Из рисунка видно, что

минимиззция функции F(XI. Х2) производится за две итерации.

6.4. Минимизация методомпрямого поиска (КОНФИГУ.рациЙ)

МеТQДЫ последовательного· изменения переменных неэффеI<ТИВНЫ, если имеет

место связь между отд~ьными переменными. Для устранения ~TOГO недостатка

в [58] предложена логически .п·ростая стратегия ПОИ.Сl<а экст.ремума, исполъзующа~

~приорные сведения в процессе поиска ·Н в тоже время отвергающая устаревшую

информацию относительно структуры оптимизируемого критерия. Алгоритм состоит

из следующих основных двух этапов: этапа исследующего поиска вокруг базисной

точки и ~тапа поиска в выбраНRОМ направл~нии.

На первом этапе сначала заДЗIОТСЯ .начальные значения оптимизируемого

вектора хО и вектора приращений АхО. вычиС'ляется F(xO). Затем в циклическом

порядке изменяется каждая переменная (каждый раз только одна) на определенное

значение., пока ·все параметры не будут таким образом изменены. Например.

Х; . изменяется на xi+Ax?, и если приращение не улучшает значение критерия)

то Х; заменяется .на Xi- !!Х;. Если и в' этом случае F(x) не улучшается, то Х;

оставляют без .изменениЙ. На кая{дом шаге циклического изменения переменных

значение критерия сравнивается с его значением в предыдущей точке. Если целевая

функция улучшается на данном· шаге, то ее ·старое значение заменяется новым

при последующих сравнениях. В .результате на первом этапе вычисляется

новая точка х, являющаяся базисной для дальнейшего поиска.
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На этапе поtlскав выБР~Н}lРМ налр~аJ1ениц цe~TOp удачн~п, ".зм~нениji перемеИНЬJХ

AX~X-XO опреде~яеr IfQ.nравленц~ МIПIIНr1иза ЦJ-I" , которое может привести ~ успеху.

Се.рин У~I{ОР5!I9ШИХСЯ шаГQВ "ррводцтся Р-ДОЛЬ этого B~J{Topa ДО тех пор, п0~a р(х)

уменьщае:гся. Размер шага при поиске вдоль ВЬJбраu.»ого направления по данной

.коорДl-Jнате определяется пропорцианаЛЬНQ числу удачцых щ~гов, со~ерщенных ~ этом

координатном направлении за в.ремя nреДЫДУЩJiХ ЦИJ<""ОВ поиска. д""я уекореция

процесса оптимизации прир~щеJlие Ах :ИЗМ6f1яется путем Е\ведеци:я fleKOToporo МНО>l{И­

теля ~.. при Ах:

~~+I = х: + ~(x~ ~ ~~, t 0= 1, ,..,т,

где xf+ )', xll
- ТОЧI<tt трае~тории поиска при k-й и (k +1)-и прследоватеJIJ>ныlx ите­

рациях.

ПРОГРАММА DIREGT

Назначение: опт~мизация ПО методу пряt,10ГО ПОJ1СIЧ1. Программа 1l0луче"а

из процедуры DJRECT SEARCH [59] 1 р.азработаlJ·~ОЙ fla Я3ЬJке А.пгол-60,

с ПОМОЩЬЮ I мо.цификаuиЙ и следующего уточнения. В программу DIRECT вв.едеflа

процедура рычислеНQЯ параметра MIN- JНН'М~liьшего чи~ла в данной вычи~",итеJIЬ­

ной системе (MIN - ·машинная точность), KOTOP~Iti в процедуре ;DIRECT
SEARCH зада~т~я самим ПО/lьэователем.

Входные napaJ,teTpbt:
S - процедура-функция, вычисляiощая значения МИflимизц:руемого критерия; заголо­

вок процедуры: PROCEDURE (РНI) ~ где РНI - Be~TOP aprYMeflTq~;

I( - размерность вектора ОПТIiМИЗИРУ~МЫХ параметров;

О - .доля l{аЧ~ЛQН~(Х значеlf}JЙ CJргумеffТО~,IfСПОJ.1ьзу(!мая ~&~ начальный р~зм~р

шага, на выходе прqцеДУРl11 D - коцеЧНрlЙ .размер Ulara;
RHO - множитель, уменьщающий размер щага;

DELтА - минимально ДОnУСТJ:fМ~I~ размер щаг~ (проце.цура Зfн~~"q~вается, если

размер шага становится мен~шеDЕLТА) ; ,.,
МАХ -максимальнодопустимоеЧИСЛО вычислений l~рит.ерия,·навыходе из nроцедурыl

МАХ это фа~т.ичеСIЦJ з~rрачеР.ное число ВЬJчрслеfiИЙ '~РQтерия;

PSI - 0Дномерны.Й ма~сив из К элементо"; на8ходе в процедуру это '·нача,JJЬtIая

TOHl<a поиска, на ВЬJходе - ЭТО'(lвйдеНН'ая точка .минимума; PSI описы�аетеяя

с атрибутами.BINARY FLOAT;
SPSI - значение I~ритерия в ТРЧI<е минимума.

Всем перемеННЬJМ (l<pOMe PSI) атрибуты IJРIiСВдцваются по ум:о.пча"ию.

Обращение: CALL DIRECT(I(; РНО, PELTA, S, PSI, 01 МА.Х, SPSI);
Осн.О8НЬtfз этаnы. работы:

1) ВЬ1числение MIN;
2) вычисление S1 - вектора начаЛЬН91Х приращенцй 'ИСХОДНОЙ точки поиска;

3) проведение поиска по образцу;

4)проверка основного у~ловия окончания пои~ка м~нимума проuедурой

DIRECT: превышает ли текущий шаг изменения цеременных заданнщй

уровень DE.LTA?
5) 'проведение исследующего поиска.

ПРUАtер. Задача по"с~а минимума ФУНКЦ)iИ F(XI, Х2, ХЗ)::::;;:(ХI-О;ОI)2+(Х2-1)2+

+(хз-Iоо)2.
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Исходные данные: К=З .. RНО=сО.l; DELTA=O,OO-I, D=0,2, PSI=(O,05, 5, 500),
МАХ = 100. .

Точное значение М.Ини~ума PSI=(O,Ol, 1, JOO) получено на ЭВМ EC-I050 за 4,2 с.

DIRECT: PROCEQORE ( К I ·RHO I DELTA I S, PSI ,.D;·J-IAX, SPSI ) ;
DECLA~~ PSI(*), BINARY FLOAT,
(MIN,TQL1) BINARY FLOAT,
S ENTRY;.
BEGIN;
DECLARE (S1,PHI). (К) BINARY FLOAT;

/* 1 */
·MIN=1.00;

'МЕ: MIN~MIN/2.00; TOL1-1.0+MIN;
IF TOL1) 1.00 THEN GO ТО МЕ;

MINaSQRT(MIN);
/* 2 */
START: . DO ·1-1 ТО К;

S1(I)=D*ABS(PSI(ll);
1F. В,) ( 1 ) . < м1N THE~ S1 ( 1 ) =D;
ENP;
SPS!~S{PSI): EVAL-1;

/* з .*/
M~T1 : .SS-SPSI;

DO 1-1· ТО К;

PHI(I)-PSI(I);
END; .
L~ND·1; GO то ЕЕ;

МЕТ2: IF 58 < SPSI T~EN

ОО·

МЕТ!: по' I E 1 ~O к;
IF {PHI(I) ~ PSI(I» THEN IND-1~

~LSE IND-O;
J;F (81(1)· < 0') THEN IND1-1;
ELSE IND1-0;
IF IND a lND1 THEN 81(1)--S1(1);
THETA-PSI (1 ).: PSI (1) =PHI.( 1) ;
РНI (1') -2. О*РНI (1) ";ТНЕТА; .
END;
SP8I a 8S; IF < МАХ THEN "EVAL-EVAL+1; ,
EL$EGO то EXIT;-
SPSI-S(PHI); 5S-SPHI;
LIND-2; GO ТО ЕЕ;

МЕТ4: IF 58 >- SPSI 'rHEN SOTO МЕТ1;

·DO 1-=1 ТО К:

1=1" .ABS(.PHI(I)-PSI[I».) O.5*ABS(S1 (1.»
rHEN.GO ТО МЕТЗ;

E.ND;
/* 4 *1

IF D ). DELTA THEN
DO;
IF EVAL. МАХ THEN ~O ТО EXIT;
D-RHO*D;
DO :1:-1 ТО К;·

S1(I)-RHO*S1; GO ТО МЕТ1;

END: :
. END;

1* 5 */
ЕЕ: DO· 1-1' то К;

PHI(I)a~HI(I)+S1(I);

SPHI=S(PHI)i EVAL=EVAL+1:
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EXIT.:

/* б */

IF SРИI Ss ТИЕN SSaSPHI;
ELSE DO;
S1(I}~-S1(I}; PHI(I}-PHI(I}+2.0*S1(I);
IF EVAL < МАХ THEN EVAL-EVAL+1;
ELSE GO то EXIT; SHSI-S(PHI);
IF SРИI < 55 THEN 58-SРИI;

ELSE ·РИI ( 1 ) -=PHI( 1 )':S1."( 1 ) ; .
END;
END;'
IF" LIND-1 THEN GO ТО M~TZ;
IF ~IND.2 THEN GO то МЕТ4;

ENP;
MAX-EVAL;
END DIRECT.;

6.5. Метод скользящего допуска

Метод скользящего допуска предназначен' для рещения общей задачи нелиней­

ного программирования - gадаt.Jи минимизации нелинейного критерия (целевой

-функции) F(x) на области допустимых 31:1ачений аргумента. 'Последняя задается

системой ограничений (6.2), (6.3), в котороЙ функции h~x), gj(x) (i=l, ..., n;··j=n-t-1,
... , р) могут быть' Kal{ линейными, так и нелинеЙными. Метод скользящего допуска

позволяет улучшить значения целевой функции з~ счет и~форма·ции, ПО;ff.ученноЙ как

в допустимых точках Rm, так и при просмотре точек, лежащих вне области

допустимости, но близких в определенном смысле к допустимым. Множество почти

допустимых решений в ходе решения поtrепенно СУ}l{ается и стягивается к области

строго допустимых решений, удовлетворяющих соотношениям (6.2), (6..3).
Метод СКОJfьзящего допуска основан на замене системы ограничений (6.2),

(6.3) единстве~ным ограниуением

8(0) = 2t (n + 1),

S(k) - т (?С) ~ о.

Здесь S(k) - ~начение критерия 'СI{ользящего допуска на k:::::::: м этапе поиска:

{

г+1 }
S(k) = miп 8(k -1), n + 1 ~ Ilx{k) - x(k). [1. 'k ~ 1

г+l 1 '+2 111 ,.~,

i=1

(6.6)

где n - число ограниченцй в вид~ равенств;, t - ве~ичица, хцрактеризующая

размеры исходной З9НЫ (многогранника) поиска; (=m-.n""'- число степеней свободы

критерия; X~k) - точка, ggдающая положение 'i-Й" вершиньt'· многогранника, процедуры

поиска; xS-k4-2 - точка, задаlощая положение (г+2) -й вершины ~ногогранника,

соответствующей его центру тяжести; 11·11- символ нормы в еВКJIИДО80М

пространстве Rm
• Оценить степень удовлетворения заданной системе ограничений

(6.2), (6.3) позволяет фун](ционал

;. 1/2

Т (х) = [ ~ h~ (х) + ~ Ulg~(X)]:
i= I i=m+ I

где и; - оператuр Хэвисайда: Ui=.O при gi(X) ~o и и/= 1 при gi(X) <о. Из О,пределения

функции Т(х) легко видеть, что если Т(х) =0, то точка х я~ляется допустимой.

Чтобьi учесть случай, когда значения Т(.х) малы (что соответствуетслучаlО близости
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х J< области допусти MOCTJi), вводятся с,леДУlOщие определения: ТОЧI~а J( ЯQJ1яется

допустимой. если Т(х) =0. почти допустимой (~ваЗИДQПУСТИМОЦ).если Т(х) ~S(k). недо­

. riуетимоif, если Т(х) >S(k).

Общая схема nOJfcKa с ПОМQЩI>Ю t;fет.ода скользящего Aonycl(a строится на осно:це

с~едующего принципа: по мере прав.едения поиска умецьшается значение S(k}, .что

ПрИ80ДИТ 1< сужеН}fЮ области ·кваэидопустимости. При этом процедуры l'4инимизации

Р(х) и поис~а кваЗИДОПУСТИМJ>IХ точек отделены друг от друга.' При заданном

S(k) в точ~е xk + 1 имеет место QДИН И3 С,1Jедующих Qцриантов: - .
. T(x(k+ 1» ~ S(k) _ точка X(k + 1) ·MO>l(eT служить очередной точкой процедуры МJlТIИМИ­

заЦI-IИ F(x) ~

T(X(k+ 1»>S(k) - 'fочка x(k·+ I) недопустима и значения T(x(k+I}) уменьшают до

тех пор. пока не будет 8ыnолнено условие T(X(k+I»~S(k).

Tal<!fM образом в процессеоПтимизациидЛЯ улучшеlllt.Язначений Р(х) НС'пользуют­

ся только Допустцмые или квазидопустимь,е ТQЧКИ х. Отыскание допустимых

ИЛ~~ кваЗИДQl1УСТЦМЫХточек осуществляется при МИ~~Мl'lзаЦИli фУ~КЦИfl Т(х) «~ мно­

ж~стве всех To~eK множества поиска SN ДQ насту~ле!lИЯ робытия т(,,) ~S(k) (k - Ho~ep
последнего шага алгоритма, на ~OTOPOM произцедено У~УЧJllение х). .

Задачи минимиэации Р(Х) пр ..· Р3ЛИЧflИ ограНflчений (6.2), (6.3), (6.5)
~~в.и.в~ле.НТJiЫ. Действител~цо, так как S(k)=O тогда, « толы~о тогда, когда дальцей­

щее улучшение значений F(x) при наличии ограничения (6.5) н~возмощно, то в пределе

S*~ 1imS(k)~O и условию S*;;:;:T(,,)~o' могут УДО8l(етв.орять только ДОП'устимые

k-+oo

точ«:и х: {x:h,(x) =0. g,(X)~OI i=::; 1. ".1 n; j=n+ J. ~ ..• р}, Т. е. те ТОЧКIi, длS1 которых
·Т=О. . .

О'дним 113 преимуществ метода скользящего допуска является то, чт'о степень

нарушения ограничений (6.2) 1 (.6.3) по мере прибли·щения к исц:омому решенцю

постепенно уменьшается. Другое преимущество заключается в том, что Q процессе

ПОИСI{;i ФУНКЦИЮ S{k) удобцо использовать~ в качестве критерия окончания поиска­

поис~ продолжается до тех пор, пока S(k) не (!танет' менрш~ «ек.оторого·наперед

з~да"НОГGч»сла ~.

В методе скользящегодопуСка в процессе nоис~~' IЦ$азидопустнмЬ.lхточек и УIIУЧ­

шения значений критерия F(x) для допустимых использовал~я алгоритм Нелдера-­

Мида -- алг.оритм беЗУСЛQВНОЙ ОПТИМЦ"З8Ц",И методом деформируемогомногогранника

[58], который ок;:1зы�аетсяя исключительцо эффеl~ТИВНЫМ при решении цоисI<оQы�x

задач безусловной Qптимизации и легко реал·изуемыМ'· на ЭВМ. Здесь-· ФУР'~Uf[Я

р(,,) ,n-мерного 8eI~Top~ х М:Иliимизируеrся с nомошы() деформации. специа.цьно

подобраННQГО (цмеlощего n!+ l' вершнну) MHorOrpatIHI'IKa Q R~n. Вершина- ,много­

гранника, в ~оторой значение F(x) максимально, nроеци_рует(!~ через центр' тяжести

оставщи-"ся вершин.· Улуч IiIeHJie ЗН'ачеНffЙ Р(х) производится - посл~доватеJ1Ьtfой

заменой' точки сма~симальным значением р(х) на лучшие с помощью ПОИ~I{а' вдоль

проеЦliрующей линии. Осnоцные этапьt работы аЛГОРffтма Нелдера-Мliда

следующие.

ПУСТQ x1k) (i= 1•... , m+ 1) - ~ерЩИНЬi деформируемого многогранни~а на

. k-M этапе ПОИСI<а (k=O, 1•... ). Введем

(k) • F( (k)\ - {F( (k~ F( (k) \}
ХЬ • х,,"1 - так X,I' J I •••• Х", + tJ ,
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x(k). Р( X(kt\ = min{ Р( X(k" Р( X(k) \}
l' I ") I"J ' ••• , 1П+1I'

Пусть Хm+2 - точка центра тяжести всех вершин многогранника, исключая

x1k). Тогда

X(k). = _1 [(тf' X(k» _ X<k)]·.
m+2 т I ,.

i=1

Процедура улучшения значений F(x) состоит из следующих OCHOBHЫ~ операций.

1. Отражение - "роектирование «наихудшей» точки X~k) через центр тяжести

X~~)+ 2, что ПОЗВОLJIяет получить точку

(k) _ (k) + (k) _ (k}\
Хm + З - Хm + 2 а. Хnr + 2 Х,,},

где а(а> О) - коэффициент отра>l<ения.

2. Растяж"ение - дальнейшее продвижение ·вдоль направления Х~~~З-Х~)+2,

если оно является перспективным, Т. е. если F(х~:'~з} ~ F(x~k» :

X~)+4 = X~)+2 + ус Х~~)+з - X~~)+~,

где у (у> 1) - коэффициент растяжения. Если P(X~~)+4) < F(x~k», то X~k) заменяется

на X~~4, k на k + 1, производится переход к операции 1 (отражения). Если

P(X~:~4) ~F(x:k», то х?) заменяется на х(:')+3, k ----: H~ k+ 1 и TaK>I<e осуществляется

переход к операции 1.
З. Сжатие ~ если F(х~4з) > F(xi~» для всех i =F h, то производится сжатие

вектора X~k)-X~4-2 в соответствии со следующей формулой:

X(k) = X(k) + .до с X(k) - X(k) \
",+5 т+2 t"'" т+21'

где р (о<:р«]) - коэффициентс>катия. После этого X~k) заменяем на X~~5.k - на

k +1 и возвра щаемся к операции 1.
4. Редукция - в оставшемся из всех логически возможных случаев

F(х~~~з) >F(x~k)} все· BeKTopbi Xfk)-x~k) .(i=.I) ... , т+l) уменьшаются:

где ~ - коэффициент реДУКЦИИ.(МО}l<НО принять его равным 1/2), затем k заменяется

на k + lи п.роизводится возврат к операции 1.
Деформируемый от итерации к итерации многогранник (xfk») (i = 1" ... , т+ 1)

в процессе поиска адаптируется к поведению целевой функции. вытягиваясь вдоль

длинных СКЛОНОВ,. изменяя направление в изогнутых впадинах и сжимаясь

в окрестности минимума Р(х). Критерием за.вершения поиска служит условие

где е - наперед заданная точность.

В описанном выше алгоритме Нелдера - Мида фигурируют определенные точно

коэффициенты отражения а., растяжения 'V и сжатиtI ~. Назначение этих коэффи-
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циентов - масштабирование размера) формы д.еформируемого многогранника не

изме~яются в процессе поиска. ИсследоваНl:lе влияния на процедуру поиска выбора

коэффициентов а, 'У, ~) проведенное с помощью решения группы тестовых

задач при раз~ичных комбинациях значений коэффициентов [58], позво~или

рекомендовать следующие значения коэффициентов: а= 1, 'У=2, Р=О,5.

В алгоритме скользящего допуска можно применить и любой другой метод­

определения безусловного минимума, если при этом гарантируется ero эффективность.

ПРОГРАММА FLEXI

парамеТрьt

O~ х. ~ 400

О ~ Х2 ~ 1000

340 ~ хз ~420

340 ~ Х4 ~ 420

- 1000 ~ ХБ ~ 1000

О ~ Х6 ~ 0.5236
SIZE ~ 1.

по умолчанию. ВходныеАтрибуты всех параметров определяются

вводятся с помощью оператора ОЕТ LIST.
ПрUАtер. Минимизация функции F(x) =4x.-x~-1·2 при ограничениях

/1. (х) = 25 - x~ - x~ = О,

Назначение: вычисление минимума функций многих переменных при наличии

ограничений методом скользящего допуска. Программа получена из программы

ФЛЕКСИПЛЕКС [58], разработанной'на языке Фортран-IV с помощью модифика­

ций и следующего уточнения: отсутствие условия ( 1*1*~) и оператора Н2 230
(1*2*1) в процедуре FEASBL вызвало осцилляцию исходной прqграммы

в окрестности искомой точки и тем самым сделало неВОЗМОЖНi?IМ нахождение

достаточно точного решения программой ФЛЕКСИПЛЕКС.

ПapaAteTpbt: .
NX - общее число аргументов минимизируемой функции;

NC - общее число ограничений в виде неравен·ств;

NIC - общее число ограничений в виде равенств;

SIZE - размер деформируемого многогранника (подробнее о выборе парамет,?а

SIZE см. ци>ке);

CONVER - точность, с которой производятся вычисления;

Х - вектор аргументов минимизируемой 'ФУНI<ЦИИ размерности NX.
Если верхний и нижний пределы вектора Х известны, то значение параметра

SIZE выбирается в соответствии со следующими принципами:

SIZE~20 %- разности между верхним и «ижним пределами возможных

значений Х, если ожидаемые интервалы изменения Х; вдоль каждой оси координат

приблизительно равны:

если ожидаемые .интервалы раЭЛИЧН.ЬJ, то параметру .SIZE ПРliсваивается значение,

равное наименьшей разности между соответствующими верхним и нижцим предмами

любого Х;. Например,

-11~x.~98,7

-10~x2~ 100,1

- 9,5 ~ хз ~ 101
- 10,2 ~ Х4 ~ 99,5
. - 9,8 ~ ХБ ~ 100

SIZE 8i! 0,2* 100 = 22
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gз(х) = х, ~ О, g4 (х) = Х2 ~Ю.

В I<ачестве начальной точки выбиралась недопустимая точка x=(I,IY,
остальные параметры следующие: SIZE = 0.3; CONVER = 1.·~E -'5:;· .NX"= 2;
NC= 1; NIC=3.

Фун·Кции F(x) и функции ограничений /li(X) (i=1, ... , т) и gi(X) и=m+1, ..., р)

в I<аж~ой точке х вычисляются по программе PROBLM: Для· вычисления

ограничений в виде равенств ИСПОЛЬЗУIОТСЯ строки 1, ... , т:

R(1) = 11" (х), ... , R(т) = h m (х),

в виде неравенств - строки m+ 1, ... , р:

R(nl. + 1) = gт + I (х); ... , R (р) = gp(X)

в строке р+ 1 вычисляется функция

·R (р + 1) = Р(х),

в данном примере

m= l,p=4;

R(l) =~5-X.(1)*:lc2-X(2)**2,

R(2) = lO*X(I) -X(1)**2+ lO*X(2) -34-X(2)**2~

(/*3*/)

(/*5*/)

-iR (3) = Х (1),

R (4):;:: Х (2),

R.(~~, ~~*;«(1) -~(2)**2-12.· "

Заметим, что если ограничения у задачи отсутствуют, "то R(p+'I)=R(I), т. е.

сразу надо вводить оператор~ вычисляющий значения целевой функции.

После подготовки описанным выше способом исходны�x Данных проведены

расчеты на ЭВМ EC-1050. Точное (с уровнем CONVER=I~O Е-5) решение задачи

x,=I,00128, Х2 =4,989872, F(x) = -3,19923.10· было получено за 11,6 с.

Программа F"LEXI является достаточно сложной и объемной. Поэтому было

проведено ее тестирование по lIеСI<ОЛЬКИМ I<:ОНТРОЛЬНЫМ примерам из приведенных

в .[58]. Чтобы прnьзователю было удобно еледtlTb за ходом выполнения

программы FLE.XI, организован поэтап~ый вывод информации о траектории

поиска экстремума. Назначение отдельных частей программы FLEXI указано в виде

комментариев в самой программе.

FLEXI: PROCEDURE ~PTIONS(MAIN):

ON FINISH PUT PAGE DATA;
DECLARE .
(NX,NC,NIC) EXTERNAL,
(STEP,ALFA,BETA,GAMMA,FDIFER,SEQL) EXTERNAL,
(IN;INF,К1,К2,КЗ,К4,К5,

Кб,К7,К8,К9) EXTERNAL,
(SIZЕ,СОNVЕR,R1А,R2А,RЗА)EXTERNAL,
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(LFЕАS,L5,Lб,L7,L8,L9) EXTERNA~,

(SCALE,FOLD) EXTERNAL,
LXN EXTERNAL;
CALL VVOD;
K1 2 NX+1; K2 a NX+2; КЗ-NХ+З;

K4~NX+4; K5 R NX+5: Кб-NХ+б;

K7=NX+7; K8=NX+8; K9=NX+9;
N-NX-NC;
IF N<З THEN N-2;
N1=N+1; N2=N+2; NЗ~N+З;

N4-N+4; N5-N+5; Nб-N+6; N7-N+7; NS-N+8:
XN=N; XNX=NX; XN1 a N1;
R1A-O.5*(SQRT(5.)-1); R2A-R1A*R1A;
RЗАIIIR2А*R1А;

L5=NX+5; Lб=NХ+6; L7-NX+7;
L8-NX+8; L9-NX+9;
LXN=MAX(K9,L9);

BEGIN;
ONFINI8H РОТ PAGE DATA;
DECLARE
X(NX),X1(LXN,NX),X2(LXN,NX),F(LXN),R(LXN),
ZUM(LXN),SR(LXN),ROLD(LXN),
VRM CHAR(9);
ON ENDFILE(SYSIN)
BEGIN';

PRZNK-10; GO ТО 08;
END;
Х=О; Х1,Х2-0; F,ZUM,SR,R,ROLD-O';
STEP-SIZE; PRZNK=O;

DO WHILE(PRZNK-O);
VRMs:TIME; Рот SKIP DATA(VRM); PUT·SKIP·;
GET LIST(X).;
РОТ LIST(' START VECTOR '); рот SK~P;

Рот DATA(X); РОТ SKIP;
ICONT-1; NCONT-1;
FDIFER=2.*(NC+1)*STEP; FOLD-FDIFER;
IN-N1; CALL SUMR(X,ZUM); SR(N1")=SQRT(SEQL);
РОТ LIST( START CRITERIUM -,FDIFER);
РОТ LIST( SUM VIOLATION 'cSR(N1»;
Рот SKIP;
IF SR(N1»FDIFER THEN
DO;

CALL WRITEX(R,X);
~OT LIST(' CRITERIUM VIOLATED FOR ХО а);

РОТ SKIP;
INF-N1; STEP-O.05*FDIFER;
CALL 'FEASBL(X,X2,SR);
РОТ LIST(' хО SATISFIES CRITERIUM );
РОТ LIST(X2(INF,*»; РОТ SKIP;
РОТ LIST(' ВОМ VIOLATION =
SR(INF»; РОТ SKIP;
IF FOLD<1.0E-09 THEN
DO;



PRZNK~1; аото OS~

END~

Е;НD;

ОО ~=1 ТО 40;
~OT EDIT{' * ') (А);

END;
РОТ SKI-P;
РОТ ~IST{' CALCULnTION NUMBER =
ICONT); РОТ SKIP;
РОТ L~ST(' CRITERIUM z

FDlfER)J PQT SKIP:
O~LL WRIT~X(~,X); FTER~RjK9):

/* 1 */
ST~P1~STE~*(SQRT(XNX+1.)+XNX-1,)/(XNX*SQRT12.»:

STE:P2-S'fЕР*(SgRT (XNX+1 , ) -1-. ) /( XNX+1·. ) ;
ETA·(STEP1+(XNX~1.~*STEP2)/(XNX+1.);

Х=Х-ЕТА; OALL ВТАНТ{Х,Х1): X2pX1~

DO ls:1 то N1;
IN=I; X~X2(X,*); CA"L~ SUMR(X,ZQM): SR(I)'-SQRT(SE.QL);
IF FOLQ >- FDIFER THE~

DO; _
CA~L FEASBL(X,X2,SR):
JF FQLP ( 1tО~-Р9 TH~N

DQ;
PRZN~=2; GOTO св;

ENP;
END-
CAi~ РRQВLМ(Э,Х,R): F(r)-а(К9);

ENP:
D() WH1I,E (. FP:J; f'IЩ~ >!8 CONVER); .

STEP-O _05"*FDIFER: I·CONT;;: ICONT:t-1 ;
/* 2 */

FH=F(1)i LHIGH~1:

DO 1-2 ТО N1";
IF F(I) >- FH THBN
РО:

Fh-t{Х): ~Цl~НvХ;
END:

END:
/* з */

~RZ·O;

00 WHILE(P~Z:;O);

F~=F(1)i LOW=1~
DQ I -2 то N1; .

IF fL >~ F(~) THEN
DOi
FL~f'(I); LQWz;I:

ENl)j
END:
X~X2(LOW,*); IN=LOW;
CALL'SUMR(X,ZUM): SR(~OW).SQRT-(SEQL);
~F SR(LOW) <FDIFER THEN PRZ-1: ELSE
DQ:

CALL F~ASBL(X,X2,SR):

±F FQLD<1.0E THEN
DO: .
РR~NК~Эj GOTO CS;

ENDi
GALL РRОВLМ(З,Х,R); F(LOW)~R(K9);

END;
ENP;
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/* 4 */
DO·J-1 то NX;

SUM2-0.;
ОО 1-1 то N1;
SUM2·SU"2~X2(I,J);

ENn; .'
Х2(N2,J)~1./ХN*(SUМ2-Х2(LНIGН,а»;

E~D; .
ВОМ2 а О;

.DO Ia1 то N1;
DQ З-1 ТО NX;

SUM2+SUM2+(X2(I,J)-X2(N2,J»**2;
JE~D:

END;. .•
FDI:F~R·(NC+ 1 ) /XN1 *.S.QRT (SUM.2·) :
1F P'DIFE:~.< .FOLD THEN ·FOLD.FDI·~ER;"
ELSE FDIFER-FOLD; . .
FTER~F(LOW); NCONT~NCONT+1;

Ir NCONT ). N1*4 THEN IF ICONT >= 1500
THEN FOLD "=O.S*FOLD; E~SE

DO;
NCONT=O;
00 1=1 ТО 40;
~PT EDIT(' * ')(А);

END·
PUT'SKIPi "
РОТ LIST(·" САtСUчАТIОN NUMBER ".
ICONT); FDIFER~FDIFER;
РОТ LIST(" CRITERIUM а

FOIFER): PUT SKIP: C]tLL WRITEX{R",:X)";.
END;
IF FDIFER < CONVER THEN
ОО;

r~ZNK·11; GOTO CS:
END;

/* 5 */
IF LHIGH ) 1 THEN
РО:

FS=F(1); LSEC·1;
ENP;
ELSE
D.D; .

FS-F(2); LSEC=2;
END;

DO I=-1 ТО N1;
Ir LHIGH = 1 THEN. IF "F ( t) ; :>.:=" F'S
THEN ." "

00;
FSaF(I); LS!C=I;

END;
END;

/* б */
DQ 3 а 1 'ТО NX;
К2(NЗ,J)=Х2(N2,J)+АLFА*(К2(N2,J)-Х2(LНIGН,J»;

Х(3)=Х2(NЗ,J); .
~NO; .
INаNЗ; CALL SUMR(X,ZOM); SR(NЗ=)-SQRТ(SЕQL);
IF SR(NЗ) ). FD1FER THEN " "
DO:
INF=NЗ; CALL FEASBL(X,X2,SR);
IF FOLD < 1.0Е-О9 THEN



DO;
PRZNK-1; GOTO CS;

END;
END;
CALL РRОВLМ(З,Х,R); F(NЗ)-R(К9);

IF F(NЗ} >- F(LOW) THEN
IF F(NЗ) < F(LSEC) THE~

DO;
Х2(LНIGН,*)-Х2(NЗ,*); SR(LНIGН)-SR(NЗ);

F(LНIGН)-F(NЗ);

END;
ELSE
DO;

IF F(NЗ) <- F(LHIGH) THEN Х2(LНIGН,*)·х~(~з/*);

Х2 (N4, *) -ВЕТА*Х2 (LHIGH, *).+ ( 1 .-B~TA) *Х.2 (N2.,·*.)·;
X--X2(N4,*): IN-N4: CALL SUMR'"(X,ZUM): . .
SR(N4)-SQRT(SEQL);
IF SR(N4) >- FDIF~R:THEN
DO; .

INF-N4; CALL FEASBL{XiX2,S~);
IF FOLD < 1.0Е-О9 THEN
DO;

PRZNK-5; GOTO CS;
END;

END;
CALL РRОВLМ(З,Х,R); F(N4)~R(K9);

IF F(LHIGH} > F('N4) THEN
DO;
X2(LHIGH,*}~X2(N4,*);

SR(LHIGH)-SR.(,N4); F(·LHIGH)=F(N4);
END;
ELSE
DO:

DO 1=1 то N1;
X2(I,*)=O.5*(X2(I,*)+X2(LOW,*});

END;
DO 1-1 ТО N1;
Х-Х2(I,*); IN-I; CALL SUMR(X,ZUM):
SR(I)-SQRT(SEQL); .
IF BR(I} < FDIFER THEN
DO;

CALL РRОВLМ(З,Х,R); F(I)-R(K9);
END; •
ELSE
DO;
INF~1; CALL :fEASBL.( Х, X2't SR .).;.
IF FOLD < 1.0Е-О9 THEN
DOi
РRZNК=б; GOTO СВ;

END;
END;

END;
END;

END.;
ELSE
DO;
Х2(N4,*}~Х2(NЗ,*)+GАММА*(Х2iNЗJ*)~Х2(N2(*»:

IN::aN4; X-X2(N4,*): CALL .SUMR(X,ZUM); SR(N4}=SQRT(SEQL):
IF SR(N4) >- FDIFER THEN
DO:

INF-N4;·CALL FEASBL(X,X2,SR}:
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I~ FOtD ( 1.0Е-О9 THEN
DO:

PRZNK-7: Gb~O dsi
ENt>;

ENDi
CALt РRоВtМ(З,Х,R): F(N4)-R(K9);
IF r(LOW) < F(N4) THEN
DO;
Х2(LНIGН,*)аХ2(NЗ,*); SR(LНiGН)аSR(NЭ):

F(LНIGН)-Р(NЭ);

END;.
ELSE
DO;

X2(tHIGH,*)aX2(N4;*)i sR(tИIGН)=SR(N4);

F(LHIGh)-.r(N4);
END;

END;
EttD;
PS:

рот t.IST ( 'TOTAL NUMBER OF CALCULATIONS - " ttONT) .;
РОТ SKIP; РоТ DA1A(PRZNK);
FDIFЕр-FыIЕR;;

РОТ LI.ST(.' VIOLATION .OF 8бtJNDАRIЕS N6'rMdRE ii " FDIFEP) ;
PU~ SKIP; CALL WRIrEX(R,X);
tr PRZNK ) 9 THEN
1)01
VRИ-ТIИЕi PUT DATA(VRM)i
pur LlsT( FINAL SbLUTION 'J;

ENDi
IF PR~NK < 9 ~HEN

DO:
P~ZNK·O:
PUT LI~T(· NOT А SOLtlTION ');

.ENJJ;
E:ND:

08:
END:

END P'L~XI;

FtASBL:PROdEDURE(XS,XS2,SSR):·
DECLARE
(IQZNK,JQZNK,
NX,NC,NIC, .
Sr!p,ALFA/BETA,GAMMA,rD~'ER,SEQL,

tN, INr, К1 , К2, ка, К4 ,1(5 ,.Кб·, к1, К8,t{9,

stZЕ,сЬNVЕR,SСАLЕ,FОLD,R1А, R2А,RЗА,
LFЕАs,L5,~б,L7,L8,t.9,LХN)

SX'rERNAL,
XS(*),XS21*t*),SSR(*);
XNX-NX;
BEG%N:
DEtJLARE
X(NX),X2(LXN,NX),S~(LXN),

X1(LXN,NX);F(LXN),H(NX),R1(LXN),
RЗ(LХN) tR(LXN) tZUM(LXN);
Х1-0; F,R,R1,RЗ,ZUМ-О: н=о:

X*XS; X2-ХS2i SR-SSRi
ICONT-O: LCHtKaO: ICHEK~O:
CALL s1ARr(X,X1);
00 WHILE(ICHEK < 3 & SR(INt) > FDtF~R);

ПО i -'1 . ТО К1 ;
ХаХ1 ( 1 , *); IN- 1;



CALL SUMR(X,ZUM);
END;
ПО WHILE(ICONT < 2*К1 & SR(INF) ) FDIFER):

SOMH-ZOM(1); INDEX-1;
DO '1-2 ТО К1;
IF ZOM(I) ) SUMH THEN

DO;
SUMH-ZUM(I); INDEX-I;

END;
ЕНО;

SUML-ZUM(1); KOUNT-1;
DO I.-2 ТО К1;

IF SUML < ZUM(I) THEN
DO;
SUML~ZUM(I): KOUNT-I;

END;
END;
DO J-1 ТО NX;
ВОМ2-0;

DO 1-1 ТО К1;

SUM2-SUM2~X1(I,J};

END;
X1(K2,J)-1./XNX*(SUM2-X1(INDEX,J»;
~1(КЗ,J)-2.*Х1{К2,J)-Х1(INDЕХ,J);Х(J)кХ1(КЗ,J);

END; .
IN-КЗ; CALL SUMR(X,ZUM);
IF ZUM(K3) < SUML THEN
DO;
X1(K4,*)-Х1(К2,·)+2.*(Х1(~з,*f-Х1(К2,*»:
Х-Х1(К4,*); IN-K4; CALLSUMR(X,ZUM);
IF ZUM(K4) < SUML THEN
DO;
. X1(INDEX,*)-X1(K4,*); X-X1(INDEX,*):

ZUM( INDEX) ';ZUM(K4);. ва( INF) -SQRT(ZUM(K4»;
END;
ELS!:
DO;
Х1(INDЕХ,*)~Х1(КЗ,·);

ZUM{INDEX)-ZUM(K3); SR{INF)=SQRT(ZUM(K3»;
END;

END;
ELSE
DO;
IF INDEX~1 THEN SUMS-ZUM(2):
ELSE SUMS=ZUM(10;
DO 1=1 ТО К1;

IF INDEX • 1 THEN
IF ZUM(I»SUMS THEN SUMS=ZUM(lj;

END;
IF ZUМ(КЗ) <- THEN
DO;

X1(INDEX,*)=X1{K3,*); ZUM{INDEX)=ZUM(K3);
SR{INF)-SQRT(ZUM(X3»;

END;
ELSE
DO;
IF ZUM(K3) <= ВОМН THEN
X1(INDEX,*)-X1(K3,*):
X1(K4,*)-OJ5*X1(INDEX,*)+O.5*X1(K2,*);
Х=Х1(К4;*); IN=K4; CALL SUMR(X,ZUM);
IF SUMH (и ZUM(K4) THEN
DO;
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/* 1 */

DO 1=1 Т,О К1;

X1(I,*)-O.5*(X1(I,*)+X1(KOUNT,*»;
ENJ;Jj'
DO'Ic1 ТО К1;

'X=X1(I,*); IN~I; CAL~ SUMR(X,ZUM);
END';

END;
ELSE
ОО; .
X11INDEX,*1~X1(K4,*); ZUM(INDEX)~ZUM(K4);

END;
END;
SUML=ZUM(I); KOUNT=i;
DO l а 2 то К1;

IF SUML >= 2ОМ(!) THEN
DO;

SUMLoZOM(I); KOUNT=1;
END;
SR(INF)cSQRT{ZUM{KOUNT); X=X1(KOUNT,*);

END;
END;
ICONT-ICONT+1; X2(INF,*)-X;

END;
IF ICONT )- 2*К1 THEN
DO;

ICONT=O; lN=K2; X~X1{K2,*); CALL SUMR{X,ZUM);
DIFER-O;
ОО 1-1 'то К1;

DIFER-DIFER+{ZUM{I)-ZUM{K2)**2;
END;
DIFER-1./{K7*XNX)*SQRT(DIFER);

END; - .

IF DIFER <~ 1.0!-07/(K7*XN~J THEN
DO;

IN-K1; STEp a 20.*FDIFER;
CALL SUMR(X,ZUM}; Х1(К1,*)аХ; J=O;

DO WHILE ( SR ( INF) > FD..IJrER ~ J .<NX;) ; .
J·J+1; FACTOR-j; X(J)~X1(g1,J)+FAbTOR*STEP;

.X1(L9.,J)-X(J.); IN-L9; .C?!,~L SU~~·(X:,~UMJ; .
Х(З)=Х1 (K1,J)-FACTOR*ST·EP.; .X1:.(·L5,J·)-~.{J); INaL5;
CALL SOMR(X,ZUM); .
DO WHILE(ZUM(L9) < ZUM(K1)" !. ~UM{L5)< ZUM(K1»;
IF ZUM{L9) < ZUM(K1) THEN
ОО·

LZaL9; KZ=L5; ZK-1.;
END;
ELSE IF ZUM(L5) < ZUM(K1) THEN
по;

LZ·~5~ KZ=L9; ZK--~;
END;
Х1 (KZ,3) -Х1 (К1 ,3); ZUM(KZ) -ZUM{K1 .) ; .
X1(K1,J)zX1{LZ,J}; ZUM(K1)aZUM(LZ); FACTOR=FACTOR+1.;
X(J)-X1(K1,J)+ZK*FACTOR*STEP; IN=LZ: CALL SUMR(X,ZUM);

E.ND;
FD-O.01*FDIFER: ASXaABS(X1{L9,J)-Х1(L5,3»;

DO WHILE(ABS > FD & ASX> 1.Е-О6);

ASX·ABS(X1(L9~3)-X1{L5,J); H(3)~X1(~9,J}-X1(L5,J);

Х1 (L'6,J)-X1 (L5,J)+Q(J)*R1A; X(J)=X1 (L6,J)·; IN-L6;,
CALL SUMR(X,ZUM); X1(L7,J)-X1(L5,J)+H(J)*R2A;
X(J)-X1(L1,J); IN=L7; CALL SUMR(X,ZUM)i
IF ZUМ{Lб) > ZUM(L7) THEN



/* 2 */

DO;
К1(L9,J)оХ1(Lб~J); Х1(L8,J)~Х1(L5Jj)+RЗА*Н(J);
X(J)oX1(L8,J): IN=L8; CALL SUMR(X,ZUM):
ZUМ(L9)=ZUМ(~б); IF ZUM(L7) > ZOM(L8) THEN
DO;

X1(L9,J)=X1(L7,J); ZUM(L9)-ZUM(L7);
END;
ELSE
DO: .
X1(L5,J)~X1(L8,J); ZUM(L5)-ZUM(L8):

END;
END;
ELSE
DO;
Х1(L8,J)=Х1(L5,J)+(1.~RЗА)*Н(J);

X1(L5,J)aX1(L7,J);
X(J)-X1(L8,J); lN=L8; CALL SUMR{X,ZUM);
IF ZUM(L8) > ZUМ(Lб) THEN
"DOi

X1(L9,J)-X1(L8,J); ZUM(L9)-ZUM(L8}~
END;
ELSE
DO:
Х1(L5,J)=Х1(Lб,J); ZUМ(L5)=ZUМ(~б);

~ND;

END;
END;
Х1 (К1 I J ) =х1 (L7 , J ); Х ( З,) =Х1 (L7 , З) ;
ZUM(K1}=ZUM1L5J; SR(INF}~SQRT(ZUM(K1});

END;

r~HEK=ICHEK+1; STEP=O.005~FDIFER;

IF SR(INF) < FDIFER THEN
DO;
X2(INF,*)=X1(K1,*); Х-Х1(К1,*);

END;
END;

END;
IF SR (INF) (о о. THEN
DO;

CALL ·РRОВLМ(З,Х,а); FINT-R(K9); X-X2.(INF,*);
.CALL PROBLM ( 2 ,Х , "R) ;
ЮО 1181<7 то К8;

R1 ( 1 ).oR ( 1 ')- i "
END;
X-Х1(КОtJNТ,*)i CALL PROBLM(2,X,R);
DO I-K7 то К8:

RЭ(I)-R(I);

END;
И-Х1(КОtJNТ,*)-Х2(INF,*); Х 18Х2(INF,*)+О.S*И;

CALL PROBLM(2,X,R); FLG1,FLG2,FLGЗI8О.;

ОО I18K7 ТО К8; .
IF RЗ(I) <- n.T~EN
"оо;

FLG1-FLG1+R1(I)*R1(I);
FLG2-FLG2+R(I)*R(I); FLGЗ-FLGЗ+RЗ(I)*RЗ(I);

·END;
END:
SR(INr)-SQRТ(FLG1); IF SR(IN~) < FDIFER THEN
00;

ZNC-1; GOTO CZ;
END;
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АLFА1-FLG1-2.*FLG2-FLGЗ; ВЕТА1-З.*FLG1-4.*FLG2+FLGЗ;
RATIO-SETA1/{4.*ALFA1); X-X2(INF,*)+H*RATIO:
IN-INF; CALL SUMR(X,ZUM); SR(INF)aSQRT(SEQL); 1-0;
DO WHILE(SR(INF) >~ FDIFER & 1 < 20 );

1-1+1; Х-Х-О.О5*Н;

CZ:
CALL SUMR(X,ZUM); SR(INF)-SQRT(SEQLJ;

END;
CALL РRОВLМ(З,Х,R); IF FINT > R(K9) THEN ZNCaO;
ELSE

. DO;
ZNC-1; SR(INF)=O.;

END;
END;
EL8E ZNC-1;
IF ICHEK >= 3 THEN
DO;

FOLD-1 • ОЕ-12; ZNCaO;·
РОТ SKIP LIST('*****PROGRAM FEASBL TRIED ,
·ТО FIND POINT*****');
РОТ SKIP LIST('THlS 18 NOT А SOLUTI0N, ANOTHER ,

START VECTOR IS NEEDED');
РОТ SKIP L1ST('CURRENT ВТАат ·УЕстоа');

РОТ .LIST(X):
РОТ LIST('CRITERIUM - ,FDIFER);
РОТ LIST('SUM VIOLATION _ ',SR(INF»;
PUT"SKIP;

END;
IF ZNC.~ THEN X2(INF/*)aX~ ELSE Xa X2(INF,*);
XS-X; XS2-X2; SSR-SR;
END;

END FEASBL;

6.6. Градиентный метод

ОДНИМ из наиболее распространенных в инженерной праl<ТИl<е является

градиентный метод [64, 65]. Данный метод относится к гру·ппе локальных методов

ПОИСl<а экстремума, l<oTopbIe предполагают, что целевая функция Р(х) имеет только

один локальный максимум в задачах м-аксимизации или один ЛOl<аль:ный минимум

в задачах минимизации и обязательно во внутренней точке области D. Наиболее

существенной особенностью также является существование у Р(х) вектора­

гра,диента

~ Р( ) = {дР(Х) дР(Х)}Т
v Х дх' ..., д .

"1 Хт

Производная.функции Р(х) ПО любому направлениюd вычисляется как проекция

градиента АР(х) на это направление:

д ~dX) = 11 V F (х) 11 cos (vF:tt).

Следовательно, функция Р(х) в любой точке пространства х быстрее всего возрастает

по направлению градиента АР(х) , а убывае-т - по направлению антиградиента

-АF(х) .
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РаССМОТРllмсуществоградиеНfНОГО метода на примере зйда'чи максимизаЦИИ

Р(х) (В случае миними,зацииF(х) построенияаналогичныI).. В соответствии

с принципом максимального возрастания Р(х) вдольАF(х) согЛ-асно градиентному

методу избираетсfI. такая траектория поиска (от исходного Прltбли>кения XQ)" Что в кз>к­

дой точке направления градиента АР(х) является касательным I{ этой траектории.

Данная траектория хп (t) stвляется ортогональной поверхностям' уровня f(x)
(Т. е. кривым Р(х) =Fф, где Fф - фиксированное значение Р(х» и определяетсst из

решения дифференциальноrо уравнения

dxn (t) "
----zrг == \l F (х), хп(О) = xOJ

где t - параметр кривой поиска (t определено в и:нтервале .t~[O, tи], tK - конечное

значение параметра поиска; определенное попаданием хо (t) 8 точку максимума Р(х».

Таt<им образом, при поиске Эkстремума методоМ градиента каждь.Й раз выбирается

оптимальное направление поиска. При практической реализации вышепрilведенная

система дифференциальных уравнений решается приБЛh}J{енными Методами. При

ЭТОМ 'ортогональная траектория хп{t) заменяетс~ ломаной с ~ерll.iИliами Ь последова­

тельных точках Хо, Ха, которые определяются, например, с помощью метода

Эйлера по формулам

где

Окончательно итерационная фО'рмулаалго:ритма:

Xk+1 = X,k +. а \1Р( Xk ),

гд~ (Х, - задаваемый коэффициент. Последнее соотн()шен~е рёsли"~уется с помощью

последовательНости шаГО8hо• h 1•••• , Kotopbte определяют геоме!рицескоепродвижение

из вершин Хо, Ха, ••• в направлении гради"ента (антиградиента в случае задачи мiiниМи­

зации). Шаги Ilo, h a, ... вычисляются по формул'ам 111=а 11 AF(Xi) 11 (i~ О).

При практическом применении данного метода OCHOBHblM сдерживаIОЩИМ

фактором является необходимость МНОГО1<ратного ВbIЧНсления вектора градиента

F(x) , что и обусловливает дополнительные требования к точности вычисления F(x).

ПРОГРАММА FPFP

Назначение: решение задачи математического программир.ованИя гради"ент­

ным методом (СМ. также [1]).
ПapaAferры:

N - размерность о.птимизируемого вектора параметров;

Х - вектор оптимизируемьtх параметров. Перед обращеНием к npOrpal\'IMe FPF'P Х

присваиваеТСf! начальное значение; по оконЧании работы Х ПрltнНмает

оптимальное значение.
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,J::PS - точность определения оптимальных параметров;

EST - значение оптимизируемого функционала в начальной точке;

FUNK - процедура расчета значений оптимизируемого ФУItкционала;

FX - проuедура расчета частных производных оптимизируемого функционала.

Обращение: CALL FPFP(X, N, EPS,. EST, FUNK, FX);
Пример. Задача сепарабельного непрерывного программирования F(x) , Х2)=

=(х,- IOO)2+<x2-1 0)2.
Точное решение (EPS=O,OOOl) получено за 0,1 сна ЭВМ ЕС-1040.

FMFP :'PROCEDURE (FUNCT, N, Х, F , G, EST , EPS, LIMIT) :
DECLARE

(I,J,КОUNТ,К,L~LIМIТ,N,NS,N2~NЗ1

BINARY FIXED, .
(X(*),G(·),H(N·(N+7)/2},~LFA,AMBDA,DALFA,DX,DY,GS,

GNRM,FS,EPS,EST,F,FX,FY,H1,H2,HNRM,DLDF,T f W,Z)
BINARY 'FLOAT,

FUNCT
ENTRY,
ERROR EXTERNAL
CHARACTER(1);

NS-N: '
N2-NS+NS:
NЗ,~N2+NS.:
CALL FUNCT{X,FS~G);

ERRORa'Q':
KOUNT-O:

CONT:
I-NЭ;

DO J-NS-1 ТО О ВУ -1.:
. К-I+1;
НО<)-1 :
I-К+З;

, ОD L-K+1 ТО I~

И'(L) -О;

END;
END:

LOOP:
KOUNT-KOUNT+1;
DDDF.aFS; .
Dу,НNRи,GNRМ=О.:

DO J-1' то NS;
H(NS*J),GS-G{J)~
H(N2*J}-X{J) ;
·Т-О"; -. .... .'

К=-NЗ+J:

DO L-1 ТО NS:T-T-G(L)*H(K):
IF.L<J'
THEN K-K+NS-L;.
ELSE К-К+1;
END':

'H{J',) аТ:
HNRM-ИNRМ+Ааs(т)

GNRM=GNRM+ABS(JS):
DY-DY+T*GS:
END:

IF DY<O
'THEN IF HNRM/GNRM > EPS
THEN GO TOLAB1:
GO то REST;
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·LAB1 :
FY-FS:
AMBDAgMIN(1,2*(EST-FS)/DУ):
IF AMBDA <= О -
THEN AMBDA-1;
ALFA-O;

SAVE:
FX-FY;
DX-DY;

00 101 ТО NS; \
X(I)aX(I)+AMBDA*H(I);

END;
CALL FUNCT(X,FS,G);
FYaFS;
DY-O;

DO 111:1 ТО NS;
DY-DY"+G( 1 )*Н( 1);
END;

IF РУ<РХ

THEN DO;
IF DY=O
THEN GO то СОМР;

IF DY<O
THEN DO;

ALFA,AMBDA=AMBDA+ALFA;
IF HNRM*AMBDA <= 1Е10

THEN GO ТО SAVE;
ERROR- 1 2 1

;

GO ТО RETURN;
ENO;

END;
Т-О;

LAB2:
IF AMBDA-O
THEN GO ТО СОМР;

Z-З*(FХ-FУ)/АМВDА*DХ+DУ;

ALFA-MAX(ABS(Z),ABS(DX},ABS(DY»;
DALFAaZ/ALFA;
DALFA=DALFA*DALFA-OX/ALFA~DY/ALFA:
IF DALFA < О

THEN GO то REST;
W=ALFA*SQRT(DALFA);
ALFA-DY-DX+W+W;
IF ALFA О

THEN ALFAc(Z+DY-W)/(Z+DХ+Z~DУ);

ELSE ALFA=(OY-Z+W)/ALFA;
ALFAaAL~A*AMBDA;

DALFA-T-ALFA;
DO 1-1 ТО NS;
X(I)=X(I)+DALFA*H(I);
END;

CALL FUNCT(X,FS,G);
IF FS (. РХ

THEN IF FS (. FY
THEN GO ТО СОМР;

DALFA-=O;
DO 1-1 ТО NS;
DALFA·DALFA~G(I)*H(I);

END;
IF DALFA < О

THEN IF FS (а FX
THEN DO-;
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FXczFS;
DX-DALFA:
T,AMBDA~ALFA;

GO ТО LAB2;
END;

FY-FS;
DY=DALFA;
AMBDA-AMBDA-ALFA;
Т-О;

GO то LAB2;
COM~;.

"DO J~1 то NS:
K-NS+J';
Н(К) -G(J) -Н(К):
K-NS+K;
Н(К)-Х(З)-Н(К};

END:
I~ DLDF+EPS < FS
THEN GO ТО REST:
ERROR- ' О 1:
IF KOUNT >~ NS
THEN DO;

T,Z-O:
DO З-1 ТО NS;
W-H(N2+J):
T-T+ABS(W):
Z-Z+И.<NS+J)*W;

END:
IF HNRM <- ЕРВ

THEN IF Т <- ЕРВ

THEN GO ТО RETURN:
END;

IF KOUNT )aLIMIT
THEN GO ТО NCON·;
ALFA-O;

DO .1-1 ТО NS:
W-O:
К-NЗ+J;

DO L-1 ТО NS;
WaW+H(NS+L)*H(K):

. IF L < J
THEN K-K+NS-L:
ELSE К-К+1:

END;
ALFAaALFA+W*H(NS+J'):
H(J)-W;
END;

IF Z*ALFA-Q
THEN GO то CONT;
К-NЗ+1;

DO L-1 ТО NS:
H1-H(N2+L)/Z;
H2 a H(L)/ALFA;

DO J-L то NS:
H(K)-H(K)+H1*H(N2+J)

-Н2*8(.1) ;
КаК+1;

END;
END;

GO то LOOP;
NCON:

ERROR- 1 1 1
;



GO то RETURN;
REST:

DO З'=1 то NS;
Х'( З) -8 (N2+J') ;
END;

CALL FUNCT(X,FS,G);
IF GNRM > EPS
THEN. IF ЕRRОRа'З'

THEN GO то RETURN;
ELSE DO;

Е~RОR.IЗ 1;
GO ТО CONT;
END;

ERROR-'O';
RETURN:

F-FS;
END FMFP: .

FUNCT: PROC(X,FS,G);
DCL (X(*),G(*),FS) BINARY FLOA~,

N BINARY FIXED; .
FS-100*(X(2)-X(1)**2)**2+ .
(1-Х("1»**2;

G(1)--400*(X(2)-X(~)**2)*X(1)

-·2*(1- Х ( 1 ) ) ;
G(2)-200*(X(2)-X(1)**2);

END;

TEST:PROCEDURE OPTIONS{MAIN};
DCL (X(2)',G{2),F,EST,EPS) BINARY FLOAT,
(N,LIMIT) BINARY FIXED;·
, N-2; Х(1 )=-1.2: Х(2)-1·;

"EST-24.2; EPS.O.OQ1; LiMIT-250;
CALL FMFP(FUNCT,N,X,F,G,EST,EPS,LIMIT);
РОТ SKI~ DATA{F,X(1},X{2»;
END TEST; .

6.7. ·Метод Дэвидона-Флетчера-Пауэn'nа

Метод Дэвидона - Фл~тчера - Пауэлла [61, '58] относится к группе м.еТОд9В
оптимизации, называемых методами переменной метрики. Методы этого типа

называются еще и кваЗИНЬЮТОНО8СКИМИ или сопря>кенных напраВJiенИЙ. Название,

и:ак будет ясно из дальнейшего 'изложения, подсказано самой. схемой алгоритма.

Метод Дэвидона-Флетчера-Пауэлла предназначен для' безусловной минимиэации

дифференцируемой функции нескольких" переменных, т. е. для решения задачи

(6.1) - (6.З) , если' ограничения' на область 'изменения опrrимизируемых параметров

отсутствуют. Особенностью метода Дэвидона-Флетчера-Пауэлла является то, чт.о

направление поиска минимума функции Р(х) осуществляется вдоль направления,

задаваемого вектором

(
дР дР )Т

- В \J F (х), \J F (х) = дх, ' ..., дХm
- градиент функции F в точке х; В - некоторая положительно ОПр.еделенная
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квадратная (т Х m}-матрица, которая является аппроксимацией матрицы О,

о б u { д2
F } (.' 1 )

о ратнои матрице Н = --- L, / = , ... , т .
дх;дх; .

ОСНОВНОЙ принцип алгоритма Дэвидона~Флетчера-ПаУЭJ!ла базируется на

простом факте: если представить функцию F в окрестньсти точки X min В 'виде разло>ке-

ния в ряд Тейлора . .

F (х) ~ F( xmiJ + О,5( х - Xml~ т Н (Х - xmiJ,

то ее градиент м.о>кно nрибл~женно вычислить по. формуле V f(x) = Н(х --xmin) .
следователы!,t xmin=x-:H- 1'v P(x)~x-8 'V Р(х). Это подсказывает ВОЗМ~ЖНЫЙ под­

ход к решению· задачи: нахождения минимума F - построение итерационного

процесса вида

(6.7)

где Bk - матрица аппроксимации Н- 1 на k=M 'шаге; d.,k - положительное

число, выбираемое так, чтобы в точке Xk+ I Достигался. локальный минимум вдоль

наiIр-авления -8k'V F(Xk) , т. е. чтобы ak яв.hял~сь оптимальным решением задачи

минимизации F(Xk-аkВk'VF(Xk) ) по а, (а, ~ О). Рекуррентное соотношение (6.7)
поясняет название алгоритма «переменной меТРИI<И»- матрица Bk изменяет метрику

в пространстве векторов 'V F(Xk). В результате умножения на матрицу Bk направление

градиента 'V F(Xk) отклоняется и преобразуется в Bk'V F(Xk) .
Существенным в алгоритме Дэвидqна-Флетчера-Пауэлла является то, чт'о

матрица 8 k вычисляется с ИСПОЛЬЗ0вани~м. толы<о первых производных р. и так,

чтобы после т шагов первой }I{e итерации (п: 1 основного этапа аЛГQритма) она

совпала с. Н - 1. если. бы F была l<вадратичной функцией. Таким образом,

отпадает необходимость в непосредственном. вычислении и обращении матрицы

'Гессе в процессе .работы алгоритма Дэвидона-Флетчера-Пауэлла минимизации

дифференцируемой функции нескольких переменных (см. также [58, 61]).
н а ч а л ь н ы й Э.т а п. Выбор начальнойточки ПОИСI<3' Хо и начальногоприближе­

ния матрицы ВО (ВО -.- симметричная и'положительно определенная). а также парамет­

ров точности вычисления :\lинимум'а 8>0. Принимаем Zo=XO, k=l, i=l. Переходим

к основному этапу минимиззции.

О с Н о в н о й э т а п. 1. Если 11 \l Р(г;)1I < в, то Z; - ИСI{омая ТОЧI<а минимума F
и алгоритм заI~анчивает свою работу. В противном случае вычисляем Jl;= - В; 'V F(z;)
и решаем задачу минимизации (по скаляру a~O) функции F(ZI.+a,A;}. Полагаем

Z;+I=z;+а;А;.·Если i<m, то осуществляем переход к п. 2. Если i=m. то полагаем

ZI=Xk+I=Zm+I, i=l, заменяем.k на k+l и hереходим к началу п. 1.
2. Вычисляем MaTp~цy 8;+1 по следую.щим формулам: .

(6.8)

Заменяем i на i+ 1 и возвращаемся к п. 1.
При реализации алгоритма в виде ПРQграммы обычно в качестве начальной
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матрицы Во выбира~тся единичная матрица Е, можно также использовать любую

другую симметричную ПОЛО}I{иiельно определенную квадратную (mХ ,n) -матрицу.
Весьма Ba>I{eH правильцый выбор алгоритма одномерного поиска, осуществляющего

МИНИМИЗ8ЦИЮ функции. F(z/+ a~l), Tal< как на эту часть алгоритма приходится

бол'ьшая часть обще~о объема вычислений. Желательно, чтобы точность одномерного

ПОИ~I<а была выше (или по крайней мере· эквивалентна) точности е самого

алгоритма Дэ.видона-Флетчера-Пауэлла. Отметим также, ~TO алгоритм Дэвидона­

Флетчера-Пауэлла достаточно чувствителен к ошибкам, получаемым при вычислении

градиента \l Р(х). Поэтому надо осторожн~ подходить к использоваflИЮ вместо

градиента его оценок, получаемых с помощью отношени'й разностей. Использование

грубых оценок градиента приводит либо К значительному POC1J количества

вычислений минимизируемой функции '!"О сравнению со случаем, когда испqльзуются

аналитические выражения, либо вообще к аварийному завершеНИIО процесса

оптимизации [58, 64,].
В частном случае, когда функция F квадратичная, в ходе поиска, вырабаТЫJJаются

Н-сопряженные направления поиска A1, ••• , Аm , т. е. имеют место соотношения

AJHAi..:::=9 при i =1= j. После OДH?~ итер'ации алгоритм останавливаетсяв точке минимума

(т. е. Zm+ I является оптимальным решением задачи). Кроме того, имеет место

соотношение Вm+1= Н -1.

Отметим, что алгоритм Дэвидона-Флетчера-Пауэлла включается в более

общий класс кваЗИНЬЮТОНОВСI{ИХпроцедур. в которых направление поиска задается

в виде - М \l F (х). где М - неl<оторая ПОЛQжительно определенная симметричная

матрица. Различные принципы' выбора матрицы М порождают сеРИIО а,лгоритмов

оптимизац.ии (см. [1, 58·, 60, 64, 65J). Программные аспекты реализации алгоритмов

переменной метрики достаточно .полно освещены в современной нау~но-технической

литературе. С 'наиболее эффективными программами Читатель может познакомиться

по обзорам, помещенным в [1, 58].

6~8. Методы штрафных и барьерных функций

Широко распространенными в инженерных приложениях методами условной

оптимизации являются методы штрафных и барьерных функций, которые основаны

на сведении общей задачи (6.1) - (6.3) (ограничения (6.3) заданы в виде gj(X)~ О)

к одной или последовательности задач безусловной оптимизации.

В AteTOae штрафных функций· это реализуе.тся прибавлением к функции

критерия Р(х) функции А(х) , которая. Qпределяет штраф за выход из области

допустимых значений аргумента и не ДОЛ>I{на штрафовать допустимые то.чки.

Таким образом, наличие штрафной функции А (х) стимулирует обязательный

вход траектории поиска в область допустимости и дальнейший по'иск в _этой

области. Этот метод (называемый также методом в.нешнИх штрафных функций)

преДЛО>I<ен Р. Курантом в 1943 г., а затем развит многими авторами- (см. [63,
67, 68]).

Для огран·ичениЙ (6.2), (6.3) обычно используют штрафные функции ~ида

n . р

А (х) = ~ Н[ h1(x)] + ~ о( gl{X)] ,
i=l i=n+l
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где Н, G - непрерывные скалярные функции. удовлетворяющие соотношениям

Н (z) = О, если z = О; Н (z) > О, если·z =1= О;

G (z) = О, если z ~ О; G (z) >. О, есл~ z > о.

Наиболее часто на практике используют функции следующего вида:

"1 ~
H(z)=[max{O,z)] ,H(z)=[max{O,z} + 1] -1;

где al, а2,аз - ПОЛО}l{ительные константы.

Введение штрафных функций А(х) позволяет сформировать вспомогательную

крит~риальную функцию Рр(х)=Р(х)+РА(х). где Р ~ параме~р штрафа (положи­

тельная константа).

При соответствующем выборе ~ решение задачи МI~нимизации функции

Ffi(X) будет приближаться к реше~ию задачи (6.1) - (6.3). Мо»{но строго доказать

[6З] ,-что е~ли А(х) - н~прерывная функция на RI1I
, то

liт inf Ffi (Х) = inf F (х),
p~ ~ XE!Rm . xfjD

где D - область допустимости, задаваемая соотношениями (6.2). (6.З). Следователь­

но, решение задачи МИНИМИ$ации Ffi(X) , вообще говоря, приближается к решению

задачи (6.1) - (6".3) при возрастании значений параметра штрафа р. Соответсгвенно

этому большинство алгоритмов штрафных фУНI<ЦИЙ основано на последовательном

решении задач.и ми~имизации Fpk(x) при некоторой совокупности возрастающих

параметров штрафа ~k-+OO (k-+:oo).
Предположим, что условие непрерывности функций Р, hl (i= 1, ...• n)•. gj (j=n+ 1,

...• р) выполнено. Алгоритм штрафных функций состоит из следующих трех

"основных эта пов.

: 1. Задаются начальная точка поиска' х, начальное значение параметра

Ро, коэффициент увеличения штрафного параметра kp> 1, а TaK>I<e параметр

точности решения задачи е>О. Пола'гаем k=O.
2. На (k+ 1) -м шаге и п.ри начадьной точке Xk' решаем задачу минимизации

FPk (х) = F (х) + PkА (х), Х,Е! RIII.

'Полагаем Xk+ I равным вектору решения этой задачи. ПеRеходим к п. 3.
3. Проверяем выполнение условия PkA{Xk+ 1) < е: если исход проверки П~ЛО>l(И­

тельный, оптимальное решение основной задачи найдено, ~. пр~тив~ом случае

полагаем I3k+ 1= k~Pk, заменяем ,k на k+ 1 и переходим к п. 2.
Несмотря на имеющиеся доказательства сходимости, метода штрафных

функции к о'птимальному решению) на практике этот подход сопряжен с определен­

ны"ми ВЫЧИСЛJ-lтельными трудност~ми. Они вызваны тем, что при болрших значениях

Pk будет в, основном осуществляться ПОИСI< допустимого решения и конечная

точка ПОИСI<а х может отстоять достаточно далеко от оптимальной, если функция

F (х) слишком мала по сравнению с ~kA(x) (k~ 1). Следовательно, при практических

расчетах целесообразно начинать с. не.больших значений коэффициентов Рп,
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на~ример таких·, чтобы функция роА(х) .была примерно одного поряд!<а со средним

значением функции Р(х) на множестве допустимых значений.

Метод барьерных функций аналогичен методу штрафных функций и также основан

на преобразовании исходной задачи минимизации с системой ограничений в задачу

(или последовательность задач) безусловной минимизации с помощью введения

.барьерных функций, препятствующих выходу из области допустимости в течение про­

цедуры поиска. Поэтому этот метод часто называют методом внутренних

штрафных функций.

Метод барьерных функций работоспособен в задачах с ограничениями типа (6.З).
Будем предполагать, что h; (х) =О(ХЕ RnI i= 1, ...• n). Аналогично вышеизложенному
формируется вспомогательная (барьерная) задача минимизации

Fа,(х) =р (х) + а,В (х),

где В(х) - барьерная функция. По своему назначению функция В(х) должна стремить­

сяк бесконечности по мере приближения к границе области допустимости изнутри.

Функция В(х) выбирается непрерывной и неотрицательной в области допустимости.

Наиболее часто используется функция вида

р

В (х) = ~ О[ g,(X)] ,
i=I~+l

где G(z)~O при z<O и G(z)-+oo при zto (последнее выражение означает

стремление к нулю слева) L

В I<ачестве примера типичных функций а, формирующих барьерную функцию,

приведем следующую: G[g;(x)]= -ljg;(x), i=n+ 1, ... , Р. где функции g;(x)
непрерывны в области D. Легко видеть, что соответствующая эти'м функциям

барьерная функция В(х)-+оо при приближен.,и к граl:lице области допустимости из

ее внутренней точки. Можно цоказать, что' аналогично методу штрафных функций

при самых широких предположениях алгоритм барьерных функций сходится

к решению зада.чи.

Алгоритм барьерных функций состоит из следующих этапов:

1. Задаются начальная точка поиска Ко. такая, что gi(XO)<O (i=n+ 1, ... , р). на­

чальное значение параметра штрафа ао> О. коэффициент увеличения параметра

штрафа ka. > 1 и параметр точности решения задачи е>О.

2. На (k+ l)=M шаге и при начальной точке Xk решается задача минимизации

Fa.k (Х) = F (х) + (f"k В (х), Х GRm ,

при наличии строгих ограничений gi(X)<O (i=n+ 1, ..., р). Полагаем Xk+1 равным

решению этой задачи. Переходим к п. 3.
З. Проверяем выполнение условия akB(Xk+ 1) < 8: если оно выполняется, алгоритм

заканчивает процесс поиска, в противном случае вычисляемаk+ 1 = ka.ak, заменяем

k на k+ 1 и переходим к п. 2.
Формально в алгоритме барьерных функций формируется система ограничений

g,l+I(X)<O, ... , gp(x)<O. Эти ограничения неэффективны, если оптимальное решение

на ка}l{ДОЙ итерации принадлежит области допустимости, В то же время при
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применении численных методов минимизации FU,k (х) выход. из области допусти­

мых значений не исключен, особенно при относительно небольших значениях ak.
Таким образом" процедура безусловной минимизации функции Fak (х) на каждой

итерации дол}Кна подкрепляться процедурой проверки допустимости теку[Цего

решения.

ПОИСI< начальнойточки поиска Хо, таl<ОЙ, что g;(Xo)<О (i=n+ 1, ...• р). может быть

осу[Цествл ен, например. с помощью следующего алгоритма.

1. Выбирается yoe:Rm
, k=O.

2. Определяется мно}кество индексов I={i:gi(Yk)<O}. Если I=P={l, ,n},

то искомая точка Хо найдена: XO=Yk, в противном случае выбирается j. TaKO~. что

j Е 1 и jЕ Р, И _пере~одим 1< П. З.

З. Решается задача МИНИМИЗ8ЦИИ gj(Y) при наличии ограничений gj(Y)<O (jE 1).
Пусть Yk+ I - решения этой задачи. Если gi(Yk+ I)~ О,. то множеств~ допустимых

значений имеет пустую В'нутренность (y:ye:Rm
, gj(Y) <О, i=I,· ... , т}, в противном

случае -заменяем ·k на k+ 1 и переходим к. п: 2.
Данный алгоритм самое большее за т итераций либо находит точку, принадлежа-

щую внутренности множества О, либо устанавливает факт -отсутстви.я таких точек.

На праl<тиi<е иногда используются комбинации методов штрафных и барьерных

функций, которые построены на основе минимизации смешанной вспомогательной

функции вида

F (х) = РА (х) + аВ (х),

где А (х) ---.. штрафная функция для ограничений-равенств; В (х) - барьерная для огра­

ничений-неравенств; а, ~ - параметры соответствующих штрафов. В ряде задач такой

подход позволяет улучшить характер"стики сходимости алгоритма (подробнее

см. [60, 64]).

в качестве примера использования метода штрафных фУНI<ЦИЙ рассмотрим

задачу минимизации функции трех переменных

F ( х.' Х2, X~ = (Х. - 0,04) 2 +(Х2 - 4) 2 +(ХЗ _ 400) 2

при наличии линейных ограничений x.~0,03, Х2~З, хз~ЗОО. Образуем вспомога­

тельную функцию в соответствии ,с алгоритмом

Здесь

А( х.' Х2' xJ =( О,ОЗ - Х.) + +(3 - x~ + +(300 - xJ +,

где у+=у, если y~O, и у+=О, если у<О.

Для решения задачи безусловной минимизации функции F(XI, Х2. Хз) применим

алгоритм метода прямого поиска (§ 6.4) и программу DIRECT. Для этого достаточно

лишь внести со~тветствующие изменения в п'роцедуру-функцию S, которая в этом

случае будет иметь следующий вид:
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S:

END

PROCEDURE (РНI ) ;
DECLARE РНI(З) BINARY FLOAT;
RИ-10;

Р1,Р2,РЗ-О;

IF P·HI(1) > 0.03 THEN Р1 аRМ*(РНI(1})>>О.ОЗ)**2;

IF PHI(2) > 3 THEN Р2-RМ*(РНI(2».З)**2:

IF РНI(З) > 300 THEN РЭ-RМ*(РНI(1»-ЗОО)**2i

F-F*P1*P2*P3:
RETURN~

S:

Здесь RM - идентификатор параметра штрафа. Р~зультаты расчетов оптимальных

значений XI, Х2, Ха в зависимости от параметра штрафа РМ приведены на

рис. 6.3. Ка>кдая из переменных требует существенно различных коэффици­

ентов штрафа, достаточных для решения задачи у~ловной минимизации.

При этом для .выхода на оптимальное значение по переменной ХЗ достаточно,

ЧТ9бы RМ=З ...5.

:с, :lz tCJ

0,04
""

4-00

~OJ·· J JOO

0,02200 2 200
4-00 БОО НИ О 200 40и км о 200 400 НI1

Еис..6.3. Оптимальные значения XI, Х2, Ха

При проведении практических расчетов по методу штрафных функций.'

необходимо тщательно следить, чтобы алгоритм, ИСПОJlьзуемый для безусловной

МИflимизации, соответствовал свойствам вспомогательной критериальной фун.кции,

формируемой с помощью фУНI<ЦИЙ основного критерия и функций ограничений.

Например, при использовании в алгоритме на этапе безусловной оптимизации

процеДУР!зI Дэвидона-Ф~н:~т~ера-Пауэллатребуется существование у Рр(Х) непре­

рывной производной, при использовании метода зо.JIотого сечения - непрерывности.

6.9. Оценка погрешноети решения задач оптимизации

Рассмотрим метод оцеНI<И погрешности решения задачи оптимизации в зависи­

мости ОТ. погрешностей исходной информации и используемой математической модели*.
Под исследуемой задачей оптимизации понимается ·обычная задача нелинейного

математичеСI{ОГО программирования. Особенность предлагаемого MeTOД~ состоит

в том, что он позволяет оценить значение некорреI<тируемой погрешности

критерия качества, возникающей из-за смещения ТОЧI<И экстремума в пространстве

оптимизируемых параметров. ОцеНI<а погрешностей может производиться для

ПрИI<ладных задач оптимизации, имеющих алгоритмическое описание функции

критерия качества .

.*Разработан канд. техн. наук. В. Г. БаЙI(ОВЫМ.
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Рассматривается по.грешность решения задачи оптимизации

х· ~ argmaxfCx'~·)J
. xE!Rn

(6~9)

где.К - n-мерныЙ.·вектор оптимизируемых параметров; '(х, ~*) - функция качества;

Rn
- евклидово пространство размерности n; ~* - ожидаемое значение ~eKTopa

неопределенных параметров, характеризующих погрешности используемой расчетной

·модели.

ТОЧНQе решение задачи

Х
Я

= arg тах ,( х, ~~ ,
хЕ! Rn

(6.10)

где ~ R - действительное ЗН@.4ениевектора ~.

Погрешность вектора 8~= §R- ~ * обусловливает погрешность решения задачи

оптимизации (6.9) t которую можно охарактеризовать погрешностью экстремального

значения критерия качества

(6.11)

Представим эту погрешность в виде суммы корректируемой' 8к и неI<орректируемой

80 погрешностей значения функции качества при решении задачи· (6.10) :

8к (A~) =·f(x*, ~*) --.; ,(X*,.~); (6.12)

(6.13)

(рис." 6.4·) ~ Погрешност.ь 8к отсутствует при точном расчете без последующей оптими­

заци~ с использованием точной модели. Если процесс определения параметров

проеI<тируемого объекта .рассматривать как совокупность оптимизации с ИСПQЛЬЗ0ва­

нием приближенной модели и последующего точного расчета, то корректируемая

погрешность оптимизации может быть сколь угодно большой - ее значение не оказы-

f

Рис. 6.4. Погрешности функции

качества при решении задачи опти­

мизации
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вает влияния на качество решения проектноЙ. задачи. Корректируемая погрешность

может быть интерпретирована как погрешность расчета значения функциl.i

качества в точке х по. модели, используемой при оптимизации.

Погрешность Ао обусловливается сдвигом точки экстремума функции качества

в пространстве оптимизируемых параметров. Может быть интерпретирована и как по­

теря значения функции качества из-за неоптимальности полученного х* для

реального объекта, .что объясняется несоответствием расчетной модели объекта,

используемой при оптимизации, реальному объекту. Погрешность' Ао ~ О явл~ется

показателем качества проводимой оптимизации. Некорректируемая погрешность

мо>кетбыть устранена только в результате оптимизации с использованием точной

модели расчета.

Математическую модель объекта проектирования, используемую в процессе

оптимизации, можно представить в виде следующей вектор-функции:

y=y(x,~),

где у - расчетные параметры объекта проектирования. В рассматриваемом комплек­

се программ для оценки погрешностей оптимизации производится также оценка. -
погрешноетей' расчетных .параметрову.

Неопределенные параметры могут быть двух типов: обычные и производные.

Обычные неопределенные парэ.метры предстаВЛЯIОТ собой погрешности значений

расчетных параметров. объекта проеКТJ:fрования у' из-за неточности используемой

математической модели ·Или погрешности значений исходных параметров. Эти

параметры' влияют как на корректируемую Ак) так и на некорректируемую Ао погреin­

ность оптимизации. Производные неопределенные параметры представляют собой

погрешности первых производных обычных неопределенных параметров по оптимизи­

руемым или расчетным параметрам. Эти п~раметры влияют только на некорректируе-

мую 80 погрешность оптимизации. .
Опти~изируемые параметры, определяющие облик объекта проектирования по

возможности их изменения в процессе сqздания объекта, можно разделить на два

типа: жесткие и гибкие. К жестким будем относить парамеТРЫt изменение

I<OTOpbIX связано с существенной переделкой первоначально принятого проеКТ8 t
и ПОЭТО('dу в рамках данного проекта в процессе его, уточнения .они практически

не могут б~IТЬ измен'ены. К 'гибким будем относить параметры, KOTopbJe могут быть

J{зменены в процессе создания. проектируемого объекта. 'К таким параметрам

относятся обычно регулируемыепараметры настройки, если TaKoBble имеются в "роек- ,
тируемом объекте.

Будем считать, что в векторе оптимизируемых параметров X=(XI, ... , х"У парамет-

·ры XY=(XI, .... , XnlY - гибкие, а параметры XF=(Xnl+~t ... tXn)T - жесткие. С точки

зрения ДО~'Рове·рности принимаемых значений 'оптимизируемых параметров на

начальных стадиях проектирования объекта важна только достоверность значений

~естких оптимизируеМI;>IХ параметров, поскольку гибкие параметры можно изменить

в процессе дальнейшей проработки проекта иди при эксплуатации объекта. При

.оценке. достоверности получаемых значений жестких оптимизируемых параметров

некорректируемую .погрешность оптимизации необходимо определять, учитывая

последующую дополнительную оптимизацию гибких параметров:

Ao(A~ ~ f(x"R. xFR
•д - f( X"R·, xF

·, ~~ , (6.14)
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где xVUxF=x; хvпХ"F=о; xu·UxF*=x* - решение задачи (6.9); xvRuxFR=xR­
.решение задачи (6.1 О); xvR* - оптимальные значен~я гибl<ИХ параметров при
i..F=xF*. Можно записать некоррекТируемую .. погрешность' оптимизации и в виде
'разности двух погрешностей:

где

(6J5)

(б.16)

(б. 17)

Погрешности Atv - обычно .неКорректируемые погрешности оптимизации пар'аметров

х= xfJ UхР, а 1\8 - некорректируемая погрешность оптимизации гибких параметров

хu при фиксируемых значениях жестких параметров i F*., определяется аналогично

1\.fV , но размерность вектора оптимизируемых параметров меньше.

Без' учета членов третьего порядка малосrи неl<орректируемая погрешность

оптимизации (6.13) Оf!ределяется значением ква.дратичн<;>Й формы следующего вида:

k k

8 o(AD = ~ ~ ClJA~Il\~j, «().18)
i=1 j=1

где iij, i, j= 1,.... , k, - постоянные коэффициенты, значения которых определяются

в программе; k - число неопределенных параметров.

Погрешнрсти вектора неопределенных параметров A~i (i= 1, 0'0' k) считаются неза­

висимыми случайными веЛИЧJfнами. Неl<орректируема~ логрешность оптимизации

зависит от At и, следовательно, сама является случайной величиной. Для. оценки

некорректируемой погреш~ости оптимизации используются следующие параметры:

математичеСI{ое ожидание ивер~ний доверительный предел некорректируеМQЙ

погрешности оптимизации.

Математическое ожидание некорректируе'мой погрешности опtимизации

k

М( ll~ = ~ сiIа2( A~~, (б.I?)
1=1

где ~2(8~;} - дисперсия A~; Си - коэффициенты, определяемые в программе.

Верхний доверит.ельныЙ предел некорректируемой nогрешности о.птимизации

&о(р) I где Р - доверительная вероятность, равен значен·ию р-й квантили распределе­

ния Ao(8~). Для оценки ко(р) используется метqд статистического моделирования

некорректируемой погреШНОС1И оптимиза~ии. Обозначим A,{i= 1, ... , ,n) элементы

случайн~й выборки некоррект~руемой погрешности оптимизации раэмеРDМ т,

упорядоченные по возрастанию. ~ качестве точечной оценки iSо(р)ИСПОJIьзуется

где r=int(nlp) - ближайшее целое к числу .mр, в качестве интервальной

оценки Ко(р) - интервал [8,-51 A,+s]. Доверите.цьная вероятцость этого интервала

РI=Jр(г~~,m-г+s+ l)-lp(r+s,m-r-s+ 1),

где /р(а, Ь) - функция бета-распределения с параметрами а и Ь. Доверительные

вероя'ТНОСТИ интервалов р / для некоторых значений т, г, s приведены в табл. 6.1.
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Т а ·б ли ц а 6.1
;

р m(г) s Р/ Р m(г) s Р}

0,9 100 5 0,9028 0,95 100 3 0,820'0
(90) 6 0,9555 (95) 4' 0,9349

7 0,9821 5 0,9824
8 0,9933

200 7. 0,9005 200 I 6 I 0,9590
(180) 8 0,9404 (190) 8 0,9917

9 0~9668 10 0,9988
10 0,9822
11 0,9911

500 '11 0,8987 500 8 0,8986
(450) -12 0,9264 (475) . 9 0;9356

14 0,9633 10 0,9606
16 0,9831 12 0,9867
18 0,9929 14 0,9961

Предложенный метод может использоваться для оценки неК9рректируемой

погрешности решения задачи оптимизации с ограничениями вида

(6.20)

х = { х Е! Rn : g/( x,~) = О, i = 1' ... ' т} ,
ГД~ g;(x~ ~) (i = 1, ... , т) - функция о.'раничениЙ.

В качестве точного решения задачи (6.20) используется решени~ следующей

задачи:

xR
= arg тах f( x,~~ ,

х 6 RR
(6.21)

хR= { i Е! Rn : g/и, ~R) = g/ ( j(, ~) , i = 1, ... , т} .
Использование в задаче (6.21) допустимого множества XR(~*, ~R) BM~CTO множест­

ва X(~*), используемого в задаче (6.20), позволяет поставить сравниваемые

значения функции качества f(x R, ~ R) и f(x*, ~ R) в одинаковые условия по значениям

ограничений. Это необходимо для корректного сравнения, поскольку значения, огра-

ничений влияю~ на экстремальное з~ачение функции качества. .
Неко·рреl<тируемая погрешность оптимизации решения задачи с ограничениями

может быть интерпретирована так же, как и в задаче без ·ограничениЙ, как

неточное определение зна~ений функции качества из-за. неоптимальности х* для

реального объекта. Параметры оптимального объекта xR при этом определяются

для 'Тех }I{e .Условий (ограничеНI1Я (6.21)), в которых фУНI{ционирует реальный

объект с ~=~R и которые могут отличаться от условий, принятых при проект·ировании..
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ПРОГРАММА EAGLE

Назначение: оценка погрешностей решения задачи оптимизации.

ПapaAferpbt (объер.иняются в группы):

1) 11, NX, NXl, NTO,NTP, NY:
II - код печати выходной информации;

NX - общее число оптимизируемых параметров;

NXl - число гибких оптимизируемых параметров (гибкие оптимизируемые пара.метры

располагаются обязательно в начале общего вектора' оптимизиру~мых

параметров) ;
NTO ~ число обычных неЬпределенных параметров;

NTP - число производныx неопределенных параметров;

NY - число исследуемых расчетных параметров.

2) Массивы JZX(i), ZX(i), SRX(i), XO(i) размера NX:
JZX(i) - признак определения относительных отклонений {-го оптимизируемого

параметра: О - относительно значения номинала, 1 - относител.ьно заданного

значения;

ZX(i) - заданное значение для определения относительных отклонений [-го оптими­

зируемого параметра (если отклонения оцределяются относительно номинала,

то ZX(i)=O);
SRX(i) - относительный шаг по [-МУ оптимизируемому параметру для расчета

ПрОИЗ80ДНЫХ;

XO(i) - координата ТОЧJ<И экСтрем'ума.

3) . Массивы JZY и), Zy и) размера NY.
4) JZF, ZF.
5) Массив'ы JlTO (i), Z.TO(i), SRTO(i), DRTO(i) размера NTO:

SRTO(i)' - относительный шаг по [-му обычному неопределенному параметру

для расчета производных;

DRTO(i) - .относительное стандартное <?тклОнение. {-го обычного неопределенного

параметра.

6) Массивы JTPl(i), .JTP(i, 1), JTP(i, 2), DRTP(i) , размерности NTP:
JTPI(i) - идентификация типа {-го производного неопределенного параметра:

1 - ПРОИЗ80дная JTP(i, 1)-го обычного неопределенного параметра по

JTP(i, 2)-му оптими~ируемому параметру, 2 - производна~ JTP(i, 1) -го
обычного неопределенного параметра по JTP(i, 2) -~y исследуемому расчетному

параметру;

DRTP(i) - относительное стандартное отклонение {-го произвоДного. неопределенного

I ZTO ZTO
параметра (относительно ZX или zy) .

Вся выходная информация обозначена идентификаторами:

ОХ/ОТ - nроизводная aXopt/as;
MDRF - математическое ожидание общей относительной некорректируемой потреш­

ности оптимизации;

MDRFl - математическое_ожидание относительной некорректируемой погрешности

оптимизации гибких оптимизируемых параметров;

MDRFS - математическое ожидание относительной некорректируемой погрешности
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оптимизации с учетом ДОПОлнителЬНОЙ оптимизации гибких оптимизируемых

·п.араметров .. В соответствии с (6.16) MDRFS=MDRF-МDRFl.
Везде индекс D обозначает производ~ую или стандартное отклонение параметра.

Дополнительные nодnрогра},t},tы:

PROG - ввод исходнОЙ информации и обращение к основной процедуре

EAGLE;
EAGLE - основная процедура оценки погрешносте.и оптимизации, обращение

к ней может. производиться из других программ, описания всех входных. переменных

приводятся в комментариях в тексте процедуры;

MFG, MDLG - процедуры решения систем линейных уравн~ний;

WBRN - процедура с.татистическоЙ выборки некорректируемой погрешности.

оптимизации при нормальноМ р~спределении неопределенных параметров;

WBRC - процедура статистической выборки некорректируемой погрешности

оптимизации при равномерном распределении неопределенных параметров;

GAUSS - датчик случайной величины, имеющей нормальное распределение;

RANDU - датчик .случаЙноЙ величинЫ; имеющей равномерное распределение

на интервале [О, 1];
PROCF - расчет критерия качества, имя задается в KaQeCTBe параметра

процедуры EAGLE.
Подключение процедуры расчета значения критерия качества производится

через вспомогательную процедуру PROCPL. Описание qapaMeTpoB процедуры

PROGF приведено в комментариях в тексте процедуры EAGLE.
В программе статистическое моделирование некорректируемой погрешности

оптимизации ПРОИЗ80ДИТСЯ дЛЯ нормального и для равномерного распределений

в.сех A~~i= 1J ••• , k), стандартные отклонения неопределенных параметров задаются

8 исходных данных.

Программа может использоваться для оценки погреШНОС1ей решения задачи

оптимизации с ограничениями, но при этом необходимо учесть следующее:

1. Вместо функции качества f (х, ~) нужно использовать следующую функцию

Лагранжа:

т

'L (Х, ~ = '(х, ~ + ~ ~l( gl(X, ~ - gl( X:,~),
i= 1

где Ас (ё= 1, •.. , т) - множители Лагранжа.

2. Вместо вектора оптимизируемых параметров х нужно использовать

следующий вектор:

EAGLE:,PRUC(II,IT,NX,NX1,NTO,NTP,NY,XO,JTPI,JTP,JZX,JZТО,
JZY,JZF.ZX,ZTO,ZY,ZF,SRX,SRTO,DRTO,DRTP,PROCF}:

DCL (11, IT ,NX,NX1 ,NTO, NTP ,NY,JZ~( *) ,JZTO(*) ,JZY (*) ,JZF, .
JTPI(*),aTP(*,*),NT) BIN FtXED (15,0)"
(ХО('*) ,ZX(*) ,ZTO(*) ,ZY(*) ,ZF,SRX(*) ,SRTO(*) ,DRTO(*) , DRTP(''*) )

- DEC FLOAT (6),
PROCF ENTRY:

BLOC:BEGIN:
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Е( 12, б»;

DF/DT*DT*ZF');

FO' );
(SKIP,
ZF') ~
(SKIP, Е(~2,б»;

УО') ;
(SKIP,(10)E(12,4»;
ZY'); .
(SKIP,(10)E(12,4»;
ХО' ):
(SKIP,(10)E(12,4»;
ZX' );
(ВКIP, ( 1О )Е ( 12 , 4 ) ).;
ZTO'); "

(SKIP,(10)E(12,4»;
DRT (REL.)');');
(SКIР,(10)F(12,б»;

(ZTO)

DEC (I,J,K,NS,
1S, IPER (NX) , 1S1 , :i:PER1 (NX1». BIN F 1XED (1 5 , О ) ,

(YO(NY),FO,~(NX),TJ(NT)~T(NT)/T1(NT),Y(NT),~,F1~

ZTR(NTO),DRX(NT),DRY(NT),DRF,DRT(NT), .
FDX{NT),FDT(NT),DFDX(NT),~FDT(NT),

D2F1DTDX(NX1,NT),DX1DT(NX1,NT),C(NT,NT),
D2FDXDX(NX,NX),D2FDTDX(NX,NT),CORX(NX,NX),
DYDX(NV,NX),DYDT(NY,NT),DXDT(NX,NT» • ЬЕС FLQAT (~);

(A(NX,NX)· ,BX(NX,NT» .. DEC FLOAT (1'2) CTL,
(A1(NX1,NX1),BX1(NX1,NT» DEC FLOAT (12) CTL,
ОРТ CHAR. (1);

DO 1-1 ТО. NTO; ~RТ(I')-DRТ~{I)i END;
DO 1.. 1 ТО NTP; DRT(NTO.+I)'-DRTP(I); END;
ZTR-O; . "
CALL PROCF(NX,NT,NY,XO,ZTR,JZTO,ZTO,YO,FO,IT)i
IF IТ -о ТНЕМ DO; "
РОТ SKIP LIST(' -***EAGLE*** NOT FO'); RETURN: END;

IF JZF-O ТНЕН ZF-FO;
ОО 1-1 ТО "N'Y;' .
IF JZY{I)-O ТВЕН ZY(I)-TO(I);
END;
DQ 1-1. ТО НХ;

"IF JZX(I)-O ТВЕН ZX(I)-XO(I);
END;
DO 1-1 ТО· NTO;

IF JZTO(I)-O THEN.ZTO(I)-O;
END; .
РОТ SКIР{З) LIST('
.РОТ SKIP EDIT (FO)
РОТ SКIР(З) LIST(' .
РОТ ВКIР EDIT (ZF)
РОТ SКIР{З) LlST('
.РОТ ВКIР EDIT (УО)

РОТ SКIР(З) LIST('
РОТ SK.IP EDIT ( ZY )
РОТ SКIР(З) LIST('
РОТ SKIP EDIT (ХО)

" РОТ SКIР(З) LIST('
РОТ SKIP EDIT' (ZX)
РОТ SКIР(З) LIST('
РОТ "SKIP ЕОIТ

РОТ SКIР{З) LIS~('

РОТ SKIP EDIT (DRT)
DO 1-1 ТО NTO;

ZTR-O; ZTR(I)-SRTO(I);
" CALL PROCF(NX,"T,NY ,XO,ZTR,JZTO,ZTO, У ,rDT( 1), IT);

IF IT-O THEN DO;
DFDT(I)-(FDT(I)-FO)/ZF/SRTO(I};
DYDT(*,I)-(Y-YO)/ZY/SRTO(I): ЕНО;

ЕLБЕ DO; DFDT(I)-O; 'DYDT(*,I)-O;
РОТ ВКIР LIST(' ~**EAGLE*** NOT DF/DT',I);

END;
END; .

. DO I~1 ТО NTP; DFDT(NTO+I)=O; DYDT·(*,NTO+I)-O; END;
РОТ SКIР(З). LIST(' DF/DT');
РОТ SKIP' ED-IТ(DFDТ)(SКIР,(10)F(.12,б});

Рит SКIР(З) LIST(' DY/DT');
DO 1181 wTO NY;
РОТ SKIP .EDIT (I?YDT (1, *) ) (SKIP, ( 1О) F ( 12, б) ) ;

END;
РОТ SКIР(З) LIST('

176



LIST( DRF(REL.) О):

EDIT(DRF) (SKIP, F(12,б»;

LIST(' DRY(REL.)~):

ЕDIТ(DRУ){SКIР,(10)F(12,б»:
LIST(~ DRF*ZF~);

EDIT(DRF*ZF) (SKIP, F(12,4»;
LIST(' DRY*ZY~);

EDIT(DR~*ZY)(SKIP,(10)F112,4»;

РОТ SKIP . EDIT(DFDT*DRT*ZF)(SKIP,(10)F(12,4»;
РОТ SKIP( З) LIST( ~ DY/D'T*DT*ZY~) ;.
DO 11111 TO·NY;
рит SKIP EDIT{DFDT( 1, *) .pRT*ZY (1) ) (SKIP, (1 О )F( 12,40) );
END;
DRF-SQRТ(SU"(DFDТ*DFDТ*DRТ*DRТ»i
DO 11:11 то NYi . .

DRY(I)-SQRT(SDM(.DYDT(I,*)*DYDT(I,*)*DRT*DRT»:
END:
Рит SКIР(З)

Рит SKIP •
РОТ SКIР(З)

РОТ SKIP
РОТ SКIР(З)

РОТ SKIP
РОТ SКIР(З)

РОТ SKI·P
ZTR-O.;
DO 1-1 т'о NX.;
X~XO; X(I)-X(I)+ZX(I)*SRX(I);
CALL PROCF(NX,NT,NY,X,ZTR,JZTO,ZTO,Y,FDX(I),IT);
IF IТи"О THEN DO;

DFDX ( 1 ) а ( FDX ( 1 ) - FD ) / ZF/ SRX ( 1); .
DYDX(*,I)-(Y-YO)/ZY/SRX(I); END;

ELSE DO; DFDX(I)-O; DYDX(*,I)=O;
РОТ SKIP LIST(' ***EAGLE*** NOT DF/DX~,I): END:
END;
PUT SКIР(З) LtST( DF/DX~);

РОТ SKIP ЕDIТ(DFDХ)(SКIР,(10)F(12,б»;

РОТ SКIР(З) LIST( DY/DX~);

DQ 1-1 ТО NY;
PUT SKIP ЕDIТ(DУDХ(*,I»(SКIР,(10)F(12,б»;

ZTR~O;

DO 1=1 ТО NX: DO J' a 1 ТО 1;
ХIIIХО: X(I)=X(I)+ZX(I)*SRX(-'I); X(J)-X(3)+ZX(J)*SRX(J);
CALL PROCF(NX,NT,NY,X,ZTR,JZTO,ZTO,Y,F,IT);
IF IT-O THEN
D2FDXDX(I,J),D2FDXDX(J,I)=

«F-FDX(~»/ZF/SRX(I)-DFDX{I»/SRX(3):

ELSE DO; D2FDXDX{I,J),D2FDXDX(J,I) .. O;
PUT SKIP LIST(~ ***EAGLE*** NOT D2F/DXDX~,I,J);

END;
IF 1 -з THEN' D2FDXDX(I,J},D2FDXDX(J,I)-D2FDXDX(I,J)*1.;
END; END;
PUT SKIP ЕDIТ(DFDХ)(SКIР,(10)F(12,б»;

PUT SКIР(З) LIST(' D2F/DXDX~):

DO Х-1 ТО NX;
PUT SKIP ЕDIТ(D2FDХDХ(I,*})(SКIР,(10)F(12,б»;

END;
DO I~1 ТО NX;

DO 3-1 ТО NTO;
Х-ХО; X(I)-X(I)+ZX(I)*SR~(I):

ZTRaO; ZTR(J)8SRTO(J);
CALL PROCF(NX,NT,NY,X,ZTR,JZTO,ZTO,Y,F,IT);
IF IT-O THEN
D2FDTD~(I,J)~«F-FDT(J»/ZF/SRX{I)-DFDX(I»/SRTO(J);

ELSE DO; D2FDTDX(I,J)=O; ..
'РОТ SKIP LIST(' ***EAGLE*** NOT D2F/DTDX'J,I);

END;
END;
DO За 1 ТО NTP;
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DX/DT') ;

DX/DT*DT'):

D2F/DTDX' ) ;

DX/DT*DT*ZX');

LIST(' MDRFT (REL.)')~

EDIT (Т) (SКIР,(10)F(12,б»~

LIST(' MDRF (REL.) -SUM(MDRFT)'):
EDIT (F) (SКIР,(10)F(12,б»:

LIST{' MDRFT * ZF');
EDIT (T*ZF) (SKIP,(10)E(12,4»:

IF JTP!(I}-1 THEN DO;
IF ЗТР(З,2)-I THEN D2FDTDX(I,NTO+J)-DFDT(JTP(J,1}):
ELSE D2FDTDX(I,NTO+J)aO; -
GOTO LXTE; END; _
IF JTPI(J)=2 THEN"DO;
D2FDTDX(I,NTO+J)·DFDT(JTP(J,1»*DYDX(JTP(J,2)~I);

GO то LXTE; END;
D2FDTDX(I,NTO+3)-O;

LXTE: END;
END;

PUT SКIР(З1 LIST(
DO "1-1 ТО NX; _
РОТ SKIP "ЕDIТ(D2FDТDХ(I,*»(SКIР,(10)F(12,б»;

END;
ALLOCATE А,ВХ;

A:zD2FDXDX;
CALL MFG(A,IPER,NX,IS);
opT-'О';

BX=-D2FDTDX;
CALL MDLG(A,BX,IPER,NX,NT,OPT);
DXDTaBX;
FREE А,ВХ:

РОТ SКIР(З)" LIST('
DO Ia1 то -NX;
РОТ SKIP ЕDIТ(DХDТ(I,*»(SКIР,(10)F(12,б»:

END;
РОТ SКIР(З) LIST('
DO 11111 то NX:
РОТ SKIP ЕDIТ(DХDТ(I,*)*DRТ)~SКIР,(10)F(12,б»;

END:
рит SКIР(З) LIST('
DO I-1 то NX:
РОТ SKIP EDIT(DXDT(I,*)*DRT*ZX(I»(SKIP,(10)F(12,4»:
END; . .

DO 1-1 ТО NX;
DRX(I)-SQRT(SUM(DXDT(I,*)*DXDT(I,*)*DRT*DRT)}:

END;
РОТ SКIР{З) LIST(' DRX (REL.)');
РОТ SKIP ЕDIТ(DRХ)(SКIР,{10)F(12,б)}:

РОТ SКIР(З) LIST(' DRX*ZX')i
РОТ SKIP ЕDIТ(DRХ*ZХ)(SКIР,(10)F(12,б»:

DO 1-1 то NY;
"DO 3-1 ТО NT:

TJ(J)-SUM(DYDX(I,*)*DXDT(*,J»+DYDT(I,J);
END; "
DRY(I)-SQRТ{SUМ(ТJ*ТJ*DRТ*DRТ»i

END~

РОТ SКIР(З) LIST(' DRY (REL.)'):
РОТ SKIP ЕDIТtDRУ)(SКIР,{10)F(12,б»:

РОТ SКIР(Зl LIST(' DRY*ZY');
РОТ SKIP EDIT(DRY*ZY) (SKIP, (10)F(12,4»:
DO I-1 то "NT;
Т( I) -. 5*ВОМ(D2FDTDX(*,1 )"*DXDT( *,1) ) *DRT( I) **2;

END;
F-SUM(I);
"РОТ SКIР(З)

РОТ SKIP
РОТ SКIР(З)

РОТ SKIP
РUТ.SКIР(Э)

РОТ SKIP
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DX1/DT * DT

DX1/DT * DT * ZX');

LIST( MDRF1T (REL.) );
EDIT (Т1) (SКIР,(10)F(12,б»;

LIST(' MDRF1 (REL.) -SUM(MDRF1T)');
EDIT (F1) (SКIР,(10)F(12,б»;

LIST(' MDRF1T * ZF');
EDIT (Т1 *ZF) (SKIP, ( 1О) Е ( 12,4) ) ;.
LIST(' MD~F1 * ZF'):
EDIT (1'1 *ZF) (SKIP, ( 1О) Е ( 12"~ 4) ) ;
LIST(' ·MDRFST (REL.)');
EDIT (Т-Т1) (-SКIР,{10)F(12,б»;

LIST(' MDRFS (REL.) -SUM(MDRFST)');
EDIT (F-F1) (SКIР,(10)F(12,б)J:

LIST(' MDRFST * ZF');
EDIT ((T-T1)*ZF) (SKIP,(10)E(12,4»:
LIST(' MDRFS * ZF');
EDIT «F-F1)*ZF) (SKIP,(10)E(12,4»;

РОТ SКIР(З) LIST(' . MDRF·* ZF О);

РОТ SKIP EDIT (F*ZF) (SKIP,(10)E{12,4»;
DO 1-1 ТО NX;X(I)-.5*D2FDXDX(I,I); END;
РОТ SКIР(З) LIST(' DRF (REL.)');
PUT"SKIP EDIT (X*DRX*DRX) (SKI"P, (10)F(12,б»;
DO 1-1 ТО NX; DO 3-1 то 1;
CORX(I,J),CORX(J,I)­
'SUM(DXDT(I,*)*DXDT(J,*)*DRT*DRT)/DRX(I)/DRX(3);
END; END;

DO 1-1 ТО NX;
РОТ SKIP EDIT (СОRХ(I,*»(SК1Р,(10)F(12,б»;
END; .
ALLOCATE А1,ВХ1;

DO 1-1 ТО NX1; DO 3-1 ТО NX1;
A1(I,3)-D2FDXDX(I,3); ~ND; END;

CALL MFG(A1,IPER1,NX1,IS1);
opT-'О'; .
DO 1-1' ТО NX1; DO 3-1 ТО NT;
D2F1DTDX(I,J)-D2FDTDX(I,3); ЕNЬ; END;
BX1--D2f1DТDХ;

CALL MDLG(A1,BX1,IPER1,NX1,NT,OPT);
DX1DT-BX1;
FREE А1, ВХ1 ;
РUТ·SКIР(З) LIST(' DX1/DT');
DO 1-1 ТО NX1; . .
PUT~KIP EDIT (DХ1DТ(I,~»(SКIР,(10)F(12,б»;

.END;
PUT SКIР(З) LIST('
DO 1-1 ТО NX1;
РОТ SKIP ЕDIТ(DХ1DТ(I,*)*DRТ)(SКIР,(10)F(12,б»;

END;
РОТ SКIР(З) LIST('
DO I-1.TO NX.1;
РОТ SKIP EDIT(DX1DT(I,*)*DRT*ZX(I»(SKIP, (10)Е(12,4»;
END;
"DO 1-1 ТО NT; .

T1(I)-.5*SUM(D2F1DTDX(*,I)*DX1DT(*,I»*DRT(I)**2;
END; "
F1-SUM(T1);
РОТ SКIР(З)

PUT·SICIP
PUT SKIp·( З)
РОТ ВКIР

РОТ SКIР(З)

РОТ SKIP
РОТ SКIР(З)

РОТ SKIP
РОТ SКIР(З)

РОТ SKIP
РОТ SКIР(З)

РОТ 'SKIP
РОТ SКIР(З)

РОТ SKIP
РОТ SКIР(З)

PUT SKIP
NS-500:
с-о.:
DO r-1 ТО NT; DO 3-1 ТО NT;

DO К-1 ТО NX;
C(I,3}-C(I,J)+.5*(D2FDTDX(K,I)*DXDT(K,3»; END;

END; END; .
РОТ SКIР(З) LIST(" ВТАТ. SAMPL!NG DRF N');
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CALL WBRN(NT,NS,C,DRi):
РОТ SKIP(3) L1ST{' STAT. SAMPLING DRF С');
CALL WBRC(NT,NS,C,DRT)·;

, с-о.
DO 1-1 ТО NT: DO J-"1 то NT:

DO К-1 ТО NX;
,С( 1, J) -С{ 1, J) +.5* (D2F-DTDX(-K, 1) *DXDT(K, J) ); END;
DO к-1 ТО NX1; .
C(I,J)aC(I,J)-.S*(D2F1DТDХ(К,I)*DХ1DТ(К,J»; END;

END; END;
РОТ SKIP(3) LIST(' еЖС•• ефQАЁеС DRFS N');
CALL WBRN(NT,NS,C,DRT);
РОТ SKIP( З) LIST{" . ё8ЖСIE. еФuАЕеС DRFS С');

CALL WBRC(NT,NS,C,DRT);
END BLOC;
RETURN;
END EAGLE~

W~RN: PROC(NT,NS,C,DRT);
DCL (NT,NS,I,J,K,t,N) BIN FIXED (15,0),

(IX,IY) BIN FIXED (31,0),"
(С(*,*),DRТ(*),D,DF(NS),ХТ(NТ),Х,АИ,АS)DEC FLOAT (6);

IХ-12З4567;

AS-1,;. АМ·О.;

DO х-1 то NS;
DO J-1 ТО NT;

CALL GAUSS(IX,AS,AM,X);
XT(J)-DRT{J')*X; END;

D-O.;
DO К-1 ТО NT; DO L-1 то NT;
Ю-D+с(К,L)*ХТ(К)*ХТ(L);END; END;

DO J-1 ТО 1-1;
N-J; 1" D<DF(J) THEN GO ТО LE; END: N-I: LE:

DO J-I-1 TO"N ВУ -1 ; DF(J+1)gDF(3); END:
DF(N)-D;

END;
РОТ SKIP EDIT (DF) (SKIP,(10iE(12,4»;
RETURN;

END WBRN;

W5RC: PROC"(NT,Ns,C,DRT);
DCL (NT,NS,I,J,K,L,N), BIN FIXED (15,0),

(IX,IY)" BIN FIXED (31,0),
(с·{*, *) jDRT( *) ,D,DF(NS) ,-XT(NT) ,Х) DECFLOAT (б):

IХ-12З4567:

DO 1-1 ТО NS;
DO 3-1 то NT:'

. CALL RANDU(IX,IY,X): IX-IY;
ХТ(3)-DRТ(J)*(Х-.5)*З.4б4:END;

D-O. ;
DO К-1 то NT: DO L-1 ТО NT;
D-D+C(K,L)*XT.(K)*XT(L); END; END;
ОО з-1 ТО 1-1:' .
N-3; IF D<DF(J) THEN GOTO LE; END~ NaI; LE:

DO JaI-1 ТО N ВУ -1; DF{I+1)-DF(3); END:
'DF(N)aD;

END;
РОТ SKIP EDIT (DF) (SKIP,(10)E(12,4»:
RETtJRN;

END WBRC:



PROCPL: PROC(NX,"NTO,NY ,X,DTOR,JZTO,ZTO, У ,F, IT);
DCL (NX,~TO,NY,JZTO(.},IT) BIN FIXED (15~O),

(X(*),DTOR(*),ZTO{*),Y(*),F) DEC FLOAT (6);
CALLFORTF(NX,NTO,NY ,Х( 1 ).,DTOR( 1 ) , JZTO( 1 ), ZTO( 1 ), У( 1 ) ,F, I'r):
RETURN;

END PROCPL:

SUBROUTINE FОЙТF(NХ,NТО,NУ,Х,DТОR,JZТО,ZТО,У,F,IТ)

IMPLICIT INTEGER *2 (I-N) .
DIMENSIO~ Х( 1) , DTOR ( 1 ) ,JZTO( 1 )', ZTO( 1 ) , У( 1), Т( З)

Т(1)-О.

Т(2)аО.

Т(З)-10. .
T(')-T(1)+T(1)*DTOR(1)*(1-JZTO(1»+ZTO(1)*DTOR(1)*JZTO(1)
T(2)-T(2)+T(2)*DTOR(2)*(1-JZTO(2»+ZTO(2)*DTOR(2)*JZTO(2)
Т(З)-Т(З)+Т(З)*DТОR(З)*(1-JZТО(З»+ZТО(З)*DТОR(З)*JZТО(3)

У(1)-(Х(1)+Т(1»**2

У(2)-2*(Х(2)+Т(2»**2.

F--У(1)-У(2)+Т(З)+.5*Х(1)*Х(2)
IT-O .
RETORN
END

TEST:PROCEDURE OPTIONS(MAI~);

DCL (II,IT,NX,NX1,NTO,NTP,NY) BIN FIXED (1"5,0);
GET EDIT .(II,NX,NX1,NTO,NTP,NY) «б)F(10»;

РОТ SКIР(З) DATA(II,NX,NX1,NTO,NTP,NY):
BLOC: BEGIN:
DCL (ЗТРI (НТР) , ,ТТР(NTP ,2) ,JZX(NX) ,JZTO(NTO) ,JZY(NY) , ~Zy (НУ)., JZF, 1)

BIN FIXED (1:5, О),
(XO(NX),ZX(NX)~ZTO(NTO),ZY(NY),ZF,

SRX(NX) ,SRTO(NTO) , DRTO(НТО) ,DRTP(NTP». DEC FLOAT (6),
PROCPL ENTRY;' "

GET EDIT ({JZX(I),ZX(I),SRX(I},XO(I) DO ~-1 ТО NX)}
. . (SKIP, (4) F (1 О) ) ;

Рот SКiР(З) DATA (JZX,ZX,SRX,XO);
GET EDIT' (JZY(I) ,ZY(I» "DO 1-1 ТО NY» (SKIP, (2)F(10»;
Рот SКIР(З) DATA (JZY,ZY);
GET EDIT (JZF,ZF) (SKIP,(2)F(10»;
РОТ SКIР(З) РАТА (JZF,ZF); .
GET EDIT "('( JZTO ( 1 ) , ZTO ( 1 ) , SRTO ( 1 ) , DRTO ( 1) DO 1 -1 ТО NTD-»

(SKIP,'(4)F( 10»;
Рот SКIР(З) DATA {JZTO,ZTO,SRTO,DRTO):
GET EDIT (JTPI(X),JTP(I,*),DRTP(I) DO I-1 ТО NTP»

(SKIP.,· (4 )F( 1 О") ) ;
CALL EAGLE(II,IT,NX,NX1,NTO,NTP,NY,XO,JTPI,JTP,JZX,JZTO,

JZV,JZF,ZX,ZTO,ZY,ZF,SRX,SRTO,DRTO,DRTP,PROCPL);
END BLOC;
STOP;

END TEST;
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Глава 7.

ОПТИ·МИЭilЦИ.Я дискретных параметров системы

управnения

7.1. Постановк~ задачи

Современная инженерная ""рактика выдвигает· огромное количество задач

оптимизации .дискретных параметров систем [67--73]. Все эти задачи объеди­

няются общей постановкой и могут бы:гь сведены к задачам целочисленного

программирования,общая формулировка которых следующая.

Пусть Rtn
- т-мерное (nt~ 1) евклидово пространство, zm - его целочислен­

ная решетка, т. е. наибольшее подмножество Rm
: состоящее И3 векторов Y={YI, ... , Уm}Т,

все' ко.мпоненты# {yl' i = 1, ..., т} K~TOPЫX целочисленные. Заданы фун~ционал Р(у)
и некоторое подмножество D решетки zт. Ставится задача нахождения такого

Yopt, что

Уор. ~ Ds;Zт t (7.1)

(7.2)F( Yop~ = opt F (у):"
. у6 D

Здесь opt - операция определения минимума или максимума. В дальнейшем

без ограничения общности будем считать, что наша зад~ча - мииимизация

функциона~а Р(у). Множество D - множество ДQПУСТИМЫХ значений аргумента,

задается, как правило, с помощью совокупности ограничений вида

FI(y)t ...• F,(y)~Q, [~O. (7.3)

На'иболее распространенные классы задач целочuслеnного nрогра.АМtирования

(7.1)-(7.3) следующие:

1. Задачи лин~ЙнОго. прогр~ммирования - задачи (7.1) - (7".3), у которых

tn т

F (У) = ~ С; Yl И Fj(y) = ~ ajiYl'
i=1 ;=1 .

.где ан и Ci(j= 1, ... , {; i= 1•..., т) заданы; Y={YI, ...• Уm}Т. В случае нелинейности

хотя бы одной из функций Fj (j = 1. ... , [) задача (7.1) - (7-.3) становится зада­

чей нелинейного целочисленного программирования.

2. Задачи с 9улевыми переменными m=2 и Yi=O.I(i=I,2).
3. Комбинаторные задачи целочисленного программирования - р~шение задачи

(7.1) - (7.3)" ищ~тся на конечном множестве задания функционала Р( .).
4. Выпуклые, вогнутые задачи целочисленног.о прогр~ммирования, задачи сто­

хастического целочисленного ,програММИ.рования, определяемые соответствующей

структурой критерия Р(.) н ограниченн,Й Р; (i = 1, ..., [).
Вплотную к задачам целочисленного программирования примыкают задачи

частично целочисленного nро"грам.мированuя - задачи, у которых условие целочис-
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ленности относится лишь к части ,компонентов оптимизируемого вектора У={Уl, ...,
Уm}Т. Для решения этих задач можно выделить два эффективных подхода. Первый

эаклюt.tЗ·етс·я в разбиении множества' всех оптимизируемых 'параметров {YI,
Уm} на два непересеl<8ЮЩИХСЯ ц.одмножества - целочисленных параметров {YI, ... ,
Yml} И »епрерывных WI, ..., Уm2}:

Ta~oe разбиение позволяет в дальнейшем прои~водить <?ПТИf,fизацию попеременно

-непрерывных и целочис,ленных параметров, осуществляя итерационную процедуру

нахождения решения смешанной .зцдачи. ~торой подход основан на преобразовании

исходной задачи частично целочислеННОГQ программирования в задачу с целочис­

леННЫ~k! перемеНН~IМИ_ путем ДИ~Кр'етизации параметров {YI, ... , Уm2} С некоторым ин­

терралом .{d1, ...• , dm2} (d,>O, .i= 1, .... , т2). При достаточно широких предположе­

ниях о структуре функции F решение этой НQВОЙ задачи сходится к решению

исходной при условии maxdi-+O. Таким образом, второй подход заключается в
i

С8едении задач частично целочисленного программирования к задачам чисто цело-

численного программирования, ?н удобен для реализации на ЭВМ и широко приме­

ня~тся при проведении практических расчетов.

. В настоящее время в теории целочисленной оптимизации можно выделить

следующие три основные группы методов: метод отсечений, комбинаторные и 'приб­

ли}кенные (эвристические)'.
.: Метод отсечении предназначен для решения задач линейного цеnочисленного

црограммирования. Общая схема метода отсечения следующая. Вначале за.цача

(7.1) - (7.3) решается без учета целочисленности переменных. Если полученное

решение целочисленно, то оно является решением задачи (7.1) - (7.3). В противном

случае (нецелочисленности решения) к ограничениям (7.3) добавляется новое огра­

ничение, обладающее тем свойством, что МНО>l<ество допустимых решений новой

задачи содержит любое допустимое решение целочисленной задачи и не ;соДер>кит

оптимального решения предыдущей задачи без ограничений целочисленности.' За­

тем указанный' процесс повторяетс'я, но добавляются новые ограничениs:w:, названные

по эффекту их действия отсечениями. В настоящее время наиболее известны

метод Гомори, предназначенный для решения задач полностью и частично цело­

численного линейного программирования, алгоритмы Бендерса и др. [67, 72].
КОАtбuнаторные AfeToabt предназначены для решения задач целочисленного

программированияс конечным множеством.Допустимых значений D.. В OCHo~e ко~би­

наторных методов лежит идея исriОЛЬ.ЗОВ8НИЯ частичного ~еребора такого мн~жества.

Наиболее популярные комбинаТОРlJые ~етоАЫ и ДJIГОРИТМЫ: методы ветвей. и граRI-JU,

аддитивный алгоритм Балаша, метод последовательного анализа вариантов, метод

последовательных расчетов [72, 76].
В современной инженернойпрактике, особеН1l0 в, практи~еавто~атизиро­

ванного выбора наилучших решений, возрос интерес. кnрuблuжеННbtАt методам

дискретной ,оnтиАtuэацuи.Приближенныеметоды ПОЗВОЛЯJQТ получить. приемлемые

ДЛЯ практики результаты в широком диапазоне решаемы~ задач,В тр время как

точные методы ориентированы на .узкоспециализированные задачи. Среди прибли­

жен:ных методов можно выделить меТQДЫ .лока.льноЙ опт.имиэ~ции, случайнqго
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поиска, методы, являющиеся модификацией точных, а также различные их

комбинации. (Приближенным методом посвящено много работ, среди них отметим

[7~], а также серию работ школы В. с. Михалевича и .и. В. Сергиенко [69, 73].)

7.2. Оптимизация диекретны�x параметров методом Гомори

Во многих практических приложениях представляет большой интерес задача

линейного целочисленного программирования, в которой дана система линейных

неравенств и линейная форма

Требуется найти целочи~ленное решение системы неравенств (7.4), которое мини­

мизирует целевую функцию F, причем все коэффициенты ац, Ь; и с, целые (i = 1, ...,
n; j= 1, ..., т; [=0, ..., т).

ОДИН из методов решения задачи целочисленного программирования предло­

}кен Р. Е. Гомори [67, 72]. Идея метода заключается в использовании методов

}fепрерывного JIинейного программирования. в частности симплекс-метода. Если

найденное с помощью симплекс-метода решение задачи (7.4), (7.5), У которой снято

требование целочисленности решения, ОI<азывается все-таки целочисленным, то иско­

мое решение целочисленной задачи так>ке будет найдено. В противном случае

вводится дополнительное линейное ограничение

(7.6)

которое отсекает от допустимого многограННИI<а часть, бесперспективную для поиска

решения задачи целочисленного программирования. Затем снова с помощью сим­

плекс-метода решается задача линейного программирования при дополнительном

ограничении -(7.6). и так до тех пор, пока за конечное число шагов не будет полу,.

чено целочисленное решение задачи линейного программирования, а следователь­

но, искомое.

Приведем систему (7.4), (7.5). к следующему Эl<вивалентному виду:

Х., ••• , Хm ~ О,

У. == Ь 1 - а.- а.х.- ... - a.IlIXm~O, (7.7)

(7.8)

где требуется уя<е максимизировать функцию F. Все условия (7.7), (7.8) запи­

сываются с помощью следующей симплекс-таблицы (табл. 7.1), где первая CTpoI<a*­
строка независимых переменных, .8 столбец **- столбец зависимых переменных:'

Симплекс-метод [56, 61] состоит И3 последовательного перебора вершин

допустимого многогранника, определяемого неравенствами (7.7) в пространстве

RIlI
• Это ПрОИЗ80ДИТСЯ С помощыо перемен .ролями подходящих неЗ8ВИСИМОЙ
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Таб-ЛRца 7.1 Исходная симплекс-таблица

-ХI -Х2 -Хр -Хm

*~

ZI ы � all al2 alp al lll

Z2 Ь2 ·Ь 21 Ь22 Ь2р Ь2m

Zq bq bql bq2 bqp bqm

гn Ь" bnl Ь"2 Ьnр Ь,ШI

F СО CI С2 Ср Ст

Та'блица 7.2 Преобразованная симплекс-таблица

**
-ХI -Х2 -Хр -Хm

БI
л

гl all а12 alp al m

22 Б2 Б21 522 Ь2р Ь2m

2ч Бq bql Бq2 bqp Ьчm

2" ЬN Ь'II ыl2 Ь"р Ьnm

F - -
СО СI С2 Ср Сm

Хр и зависимой гч переменных и соответствующей этой операции трансф-орма­

ции табл. 7.1 в табл. 7.2. Элементы табл. 7.2 рассчитывают по формулам

_ bq '" 1 - Ь qi •
bq=-b-' ьчр=-ь-' Ьч/=-ь-, t=l=p,

qp чр qp

_ ь/р. _ СР
bjp=--b-' J:f=q; Ср=--ь-;

чр . qp

Ьц = I:;~ :tp IЬ;;;;, i =1= q, j =1= р;
. q/ чр

~ _!Ь; b1p 1-1. .Ь i - Ь Ь Ь qp , t =F q,
q qp

С/ = 1:; :р Iь;;;;, j =F р,
q чр

с последующей заменой местами переменных Хр и Zq.
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Пусть в результате последовательных итераций по "симплекс-методу найдена

оптимальная точка и получена симплекс-таблица типа табл. 7.2, но· с l<оэффициен­

тами, соответствую"щими оптима.црному решению. Оптимальное решение. находится

из столбца свободных членов Ь., ..., Ьn либо равно нулю, смотря по тому, зависим ли

компонент или нет.·

далее проверяем найденну~ dптимальную точку на целочисJlеflность. С это·й целью

просматриваем все Ь; (i= 1, "0' n). Если все Ь; целые,ТО задача решена. Если же

среди чисел Ь ; есть дробное,' например Ь" то у оптимального решения имеется

хотя бы одна нецелая координата. В этом случае проверяется наличие целых

точек в доцустимом многограннике. Если в какой-либо строке с дробным членом

bl и все остальные коэффициенты .ЬU окажу~ся целыми. то в допустимом

многограннике нет целых точек, и задача целочисленного программирования

не имеет решения. В противном случае составляем дополнительное ограничение.

Для этого берем l-ю строку с дробным членом Ь, и записываем ДОПОЛНJ:lтельное

ограничение

где gli=b/i-[b/l] (i=l • ...• т); [х]-символ целой части числа х. Полупростран­

ство {Ul~ О} может содержать ка>l{ДУЮ целую ТОЧКУ допустимого многогранника

и не содер>кать ранее найденной оптимальной точки. Добавив (В виде строки)

новое ограничение. заполним новую таблицу условий. Описанный процесс повторя­

ется до тех пор, пока за конечное число шагов или нах~дится оптимальное цело­

численное решение, или же обнару>кивается. что такого решения у задачи (7.7).
(7.8) нет.

ПРОГРАММА GOMORY

Назначение: решение задачи целочисленного линейного программирования.

Предназначена для определения (N-I) -мерного целочисленного·вектора [Х (1) •...•
X(N-l)]Т. минимизирующегоцелевую функцию F=A(I.I)X(l) + +A(l,N-l) *
*X(N -1). при условии X(I) ~O, "', X(N -1}~O, A(I, I)X(l) + +A(I.N -1) ~
~A(I.N). Написана на языке ПЛ/ 1, прототипом программы послужила Алгол-проце­

дура GOMORY [62].
ПapaltteTpbt:

N ...:.... размерность. на единицу большая размерности оптимизируемого вектора пара-

метров;

М - число CTPOI{ матрицы (симплекс-таблицы);

А - матрица (симплекс-таблица) размера N*N с атрибутами BINARY FIXED;
F ...:...- оптимальное значение целерой функции;

ERROR - индикатор. позволяющий судить. об успешности решения задачи: ERRQR=
=0 при успешном выполнении поиска опт·имума. ERROR = 1 в противном

случае.

Переменная F описывается с атрибутами BINARYFIXED, а ·ERROR - с

атрибутами CHARACTER (1). атрибуты параметров N и М задаются по умолчанию.

Первые ненулевые элементы столбцов матрицы А должны быть положительными,
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. .
часть ВХОДНЫХ энач~ний А задается при постановке задачи, остальные присваиваю~-

.сп самой программой GOMORY.
Обращение: CALL GOMORY (А, М, N, ER~OR, Х, F);
Основные этапы работы:

1) ~рисвоение недостающих начальных знС!чеНI!Й эле~ентов матрицы А;

2) проверка условия неотрицательности всех, кроме самого верхнего, элементов

последнего столбца матрицы А; в случае положительного ответа текущие значения

вектора Х и. функции F объявляются оптимальными;

3) проверка наличия в матрице А строки, в которой все элементы. кроме,

быть может, последнегn. неотрицательны, что означает отсутствие решения задачи;

4) организация сеЧt.·lIIlii .по методу Гомори;

5) формирование выходных lIараметров программы.

ПРUАtер. Р~шение двух задач МИНИМИЗ8ЦИИ функций:

1) F=xl +Х2 при наличии ограничеНИЙ-ХI-Х2~-1, 2XI-X2~1;
2) F=14xl+25x2 при наличии ограниче~ий 3xl-5X2~-11, 7xl+2x2~-13.
Для получения верного решения первой задачJ'{ F= 1, XI = О, Х2= 1 потребовалось

0,3 с, второй з~дачи F=142, ХI=З, Х2=4-0,35 С на ЭВМ EC-I050.

GOMORY : PROCEDUR~{ А , М ,N , ERROR , Х, F) :.
DECLARE
(А(*,*),Х(*)) BINARY FIXED,
(M,N,F,1,J,K,Q,R,C,T,S,LBD1,LBD2)
BINARY FIXED,
ERROR
CHARACTER(1);
A(1,N)uO:

1* 1 */
ОО I-М-N+З ТО М+1;

DO J-1 ТО N:
IF I-J+M-N+2 I

THEN A(I,3)--1; ELSE a9I,J)-О;

END; .
END;

1* 2-*/
МЕТ1:

DO I~2 то М+1;

IF A(I,N) < О THEN
DO; .
R-I; GO ТО МЕТ2;

END:
END;
GO то FIN;

/* з */
МЕТ2:

DO К=1 ТО N-1:
KIND-K;
IF A(R,K) < О THEN
GO ТО ME~4:

E~D;

ERRORc'1'; GO ТО FIN1;
/* 4 */

МЕТ4:

Q.-KIND; K=KIND;
DO J-K+1 то N~1:

IF A(R,J) < О THEN
DO; 1-1:
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МЕТб:

IF
DO;
LBP1~rA(R,J)~ LBD2-T;

END;
MET7:END;

ЕНО;

ОО J-1 ТО О-1,

О+1 ТО Н;

C~EUCLID(A.(R,J)*LBD~,LBD1);
IF С • О THEN
DO 1-.1 'ТО М+1;

A(I;J)A(I,~)+C*A(r,Q);

END; .
END;
GO ТО МЕТ1;

FIN: F-·-A(1,N):
DO 1-1 ТО N-1;
X(I)-A(M-N+I+2,N);
END:
ERROR··O";

FIN1·:
END GOMORY;

МЕТЗ; IF A(I,J) < A(I,Q) THEN Q-J;
ELSE .
IF A(I,3) • A(I,Q} THEN
"DO;

I-lt1; GO ТО МЕТЗ:

END;
:END:

END;
B-1~

MET51IF A(B,o)~O THEN
DO;

8=8+1; GO то МЕТ5;
END; .

LBD1=-A(R,Q)~ LBD2-1;
DO 3-1 ТО О-1,

О+1 ТО N-1;
IF A(R,J) < О ТНЕН

DOi
DO 1-1.TO S;
IF A(I,J) а О ТНЕН GO ТО МЕТ7;

END;
T=EUCLID(A(S,J),A(S,Q»~

IF (Т*А(В,О) = A(S,3» & (Т ) 1)
THEN DO; .

1-8;
1-1+1;
lF T*A(I,Q) .- A(I,J) ТНЕН

GO ТО МЕТб;

IF T*A{I,Q) > A(I,J) ТНЕН

Т-Т-1;

END;
-A(R,J)*LBD2 , ) T*LBD1 ТНЕН

EUpLID:

МЕТб:

PROCEDURE(U,V):
DECLARE
(U,V,W) BINARY FIXED:
W-FLOOR(U/V);
IF W*V > U ТНЕН

DO;
W-W-1: GO ТО МЕТ8;

ЕНО;
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МЕТ9:

"END-

T·EST:

END:

IF (W+1)*V <- U TH~N

DO;
W=W+1; GO ТО МЕТ9;

END; .
RETURN(W) ;
EUCLID;

PROCEDURE OPTIONS(MAIN);
DCL (А(5,З),~{2),М,N,F) BINARY FIXED;
DCL ERROR CHAR(1);
М-4; N=З;

А ( 1 ,. 1 ) :::1 1 ; .А ( 1 , '2 ") -1;А ( 1 ; 3 ) • о ;
A(2,1)=-1i А(2,2)--1; А(2,З)--1;

,А ( З', '1 ) • 2 ; А ( 3 , 2 ) :1 -1; А ( 3 , Э ) =1 ;
CALL, GOMORY(A,M,N,ERROR,X,F);
РОТ SKIP 'DATA(ERROR,X,F);
рОт SKIP DATA(A);
TEST;

7.3. Оптимизация дискретных параметров методом вектора спада

Для решения разнообразных задач целочисленного программирования .(ли­

нейного, комбинаторного, булевого), а TalOI<e частично целочисленного широко

применяется метод вектора спада [69]. ~eTOД ~eKTopa спада представляет собой
метод ло~альной оптимизации "функции Р, заданной на целочисленной решетке
zm. В основу метода ПQЛО)l<е:fl принцип перебоР.а элементов подходящим образом

определенной окрестности данного на':lЗЛЬНОГО решения, чтобы выявить наилучшее,.

которое, в свою очередь, ста новится центром новой окр~стности локальной

оптимизации. Весь процесс многократно .повторяется до тех пор, пока с.танетнев~змо)к­

ным улучшить решение. Естественно, что для использования этого подхода необхо­

димо иметь метрику на zill, которая позволяет определить oI<pecTHoCTb данной

точки, а также эффективную про.цедуру перебора всех элементов этой окрест­

носrи. Одним из преимуществ этого метода.является его спосоБНОСТh эффек­

тивно .решать задачи -целочисленногопрограммирования (7.1) - (7.3) снелинейными

фУНI<ЦИЯМИ Р.

Пусть Zm - метричеСI<ое пространство, т.е. на множестве задана метрика

(функция р~сстояния) g(x, у), например

т

.g (х, у) = ~ Ix1 -:- y,l,
i=l

X={Xi }, Y={Yi}' i=l, ... ,m,

ее называют метрuкой Хэммuнга и обозначают Н(х, У).

Множество и,{х,г)={z:g(x,i) ~г} назовем о"рестностью с центром в точке

-ХЕ zЛI И радиусом '~ о. В случае задания на z11l метрики Хэмминга Н(х,у) соот­

ветствующая окрестность так·же называется oKpecTHoCTbIq Хэмминга.

. Ограничимся рассмотрением окрестностей с целочисленными радиусами г.

Отметим ряд оче.видных свойств окрестности Ug(x,.r):
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Ug(X, r)=Ug(x, г-I)U{z:g(х, z)=r}. (7.10)

Ug(x,r) = u{z: g (x,z) = j),
j~l

. (7.9)

Рис. 7.1. Двумерная окрестность

Хэмминга

ин (0,3)
-z

• -1

в дальнейшем MHO}l<ecTBa Pg(x,j)={z:g(x,z)= j}
будем называть nоверхносrЯАtu радиуса j.

в I<ачестве примера на рис. 7.1 изображ~­

ны точки ДВУf\1ерной окрестности Хэмминга

U н (0,3), непрерывной - линией соединены

точки, входящие в поверхность Р н (0,3)·.
ТОЧI<У XEzm

назовем точкой локального

.AfUHuMyAta функцuи Р(х) относительно окрест­

ности Ug(x,r), если для всех точек у Е Ug(x,r)
выполняется условие P(x)~ Р(у).

Вектором спада функцuи Р(К) относительно Оl<рестности Ug(x,r) радиуса r на­

зовем многомерную функцию А'(х), определенную на zm, если В"I;>IПОЛНЯЮТСЯ следую­

щие условия:

1) для каждой точки ХЕ Zт значения функции дГ(х) являются n(х,г) -мерным

действительным вектором с ~компонентами .8. (х), ..., АIl(х,г)(Х);

2) точка х является точкой минимума F относительно окрестности Ug(x,r)
радиуса r тогда, и толь.ко тогда, .когда А;(х) ~ О при i= 1, ... , n(х,г) ..

Примером вектора спада может СЛУ>I{ИТЬ функция А'(х)=Р(у) -Р(х) (xeZfIl
,

уЕ Ug(x,r), которая удовлетворяетусловиям 1 и 2.
·п риведем схему эффективного порождения всех точек. окрестности Хэмминга

UH(y,M) (УЕZЛI , M~O). Отметим, что для достижения этой цели достаточно

(в силу (7.10», во-первых, уметь находить все точки ZЕ Z"', расстояние H(y,z) от

которых ·в ТОЧНQСТИ равно j для всех натуральных j, меньших Ivl. Во-вторых,

достаточно порождать все ТОЧl<И окрестности. Uн (О,М), так как Jlюбую т"Очку

окрестности . Uн (у,М) можно линеЙl,l.ЫМ переносом преобразовать в единственную

точку U~'(o,M) И наоборот. B-третьЙх, мо>кно ограничиться перебор~м точек
Qкрестности UH(O,M), лежащих в ,первом октанте R.={x., ... , Xm:Xa~O, ..• , Xm~O},
так как все. остальные ее элементы мо)кно получить, вращая каждую точку

уЕ UН (О,М) nRt ,относительно начала координат или, что эквивалентно, последова­

тельно отображая элементы U" (О,М)nR'l относительно координатных гипе'рПЛОС­

костей. Следовательно, достаточно уметь порождать все ,точки х, лежащие в первом

октанте RI, целочисленные и отстоящие от начала координат на расстоянии

Н(О,х)= j(j = 1, ... , М). Эта ·задача есть по своей сути задача решения в неотрица­

тельных целых числах СОВОI<УПНОСТИ уравнений вида

Х. + ... + Хm = j, j ~ 1, ... , М. (7.11)

Для решения уравнени й (7.11) построим специальную модель. Представим

себе] ячеек, между которыми надо проставить m- 1 перегородку. Тогда каждому

р~змещению перегородок ме>l<ДУ ячейками соответствует 'реше'ние '(Xl, ••• , Хm ) урав­

нения (7.11), где х. - число ячеек, предшествующих первой перегородке; x,(l=2.... ,
,n - t) - число ячеек между l-й и (l + 1) -й перегородками; ХNZ -=-- число ячеек, следую-
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ЩИХ аа (m-l) -й переГОрОДI<ОЙ.Верно и обратное: каждому решению. (Хl, ••• , Хm ) урав­

нения (7.11) можно поставить в соответствие (описанным выше способом) единст­

венное распределение перегородок в модели.

Теперь можно. определить количествd неотрицательных целых решений уравне­

ния (7.11):

(7.12)

(здесь Ci' - ЧИСЛОСО9етаний из [ элементов по n: С1=[I/nЦL-n) t).
'Процедура порождения всех решений уравнений (7.11) состоит из следующих

операций: вводится совокупность m-I индексов jl, ... , jm-I, принимающихзначения
из совокупности {l, 2, ... , i+l1t-l} и удовлетворяющих условию jl<j2< ... <jm-l.
Передвигая эти индексы в совокупности возмо}кных значений с 'сохранением их

относительного порядка, последовательно получаем BC~ решения уравнения (7.11).
Ка>кдое из решений преобразуетсяв точки Оl<рестности Хэмминга Uн(у,М) с помощью

вращения в пространстве Rm относительно начала координат и линейным переносом.

Используя свойства окрестностей (7.9), (7.1 О), можно составить соотношение

для рас:чета K(nl,M) - количества элементов Оl<рестности Хэмминга Uн(у,М)

(yEZ
n

" M~O):

К(m,М) =

м -2 М

2т ~ K(т,i)+2111 - 1 m ~J«m-l,i)-
;=0 i=O

м

- 2m - 2 (m_l) ~ К(m-2,Ё)+ 21R - З(m­
;=0

м м

-2) ~К(m-З,i)+...+(-l)m+1 ~K(o,Ё), M~2,
i=O - i=1

2m+ 1, М= 1,
l,м=о

(7.13)

Перебор элементов окрестности Хэмминга Uн(у,М) производится путем последо­

вательного порождения элементов поверхностей Хэмминга РH(y,j)=(z:H (y,z)= j}
(j= 1, ...) М).

Метод вектора спада основывается на вычислении координат вектора <;пада

АГ(х) , которые позволяют определить направление, по которому значения функции

F{x) 8 окрестности иg(~,r) для l<аждой точки хЕ zm уменьшаются. различны�e фор~ы

вектора спада приведены в [69]-. Следует отметить, что часто координаты

вектора спада. вычисляются проще, чем значения функции F(.), а для Л<?l<аль·ноЙ

оптимизации можно ограничитьсялишь частью из всех координат Bel{TOpa АГ(х). Тем

не менее одной из основных и наиболее часто 8СТр'ечающихся при решении практи­

ческих задач форм вектора спада является следующая:

А'(х) = Р(у) - Р(х), хбzm, уб Ug(x,r). (7.14)

Именно эту форму вектора спада будем использовать для целочисленной ~птимиза­
ции. Вудем также считать,. что на zm задана м~трика Хэмминга Н(х,у) =

м

= ~ Ix/-YII. Заметим, что при решении задач цеЛОЧИСJIенной оптимизации методом
';::;1 .
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вектора спада требуется, чтобы начальная точка ПОИСI<а (начальное приближение)

была допустимой, т. е. принадлежала множеству D (о поиске таких допустимых

начальных приближений- СМ. НИ}l<е, § 7.4).
Таким_образом, алгоритм метода веl<тора спада состоит из следующих основных

этапов:

1. Задаем некоторое· начальное· приБЛИ)l{ение Ко Е О, а также rmin и rтах ­

минимальный и максимальный радиусы .окрестности Хэмминга локальной миними­

зации.

2. Полагаем n=о, г=гmiп.

3. На (n + 1.) -М шаге выполняем следующие действия:

3.1. ПРОИЗ80ДИМ перебор всех у-элементов 8 окрестности Хэмминга U н(хn,г).

3.2. Находим YEA=DnUH(Xn,r)/{xH}, такое, что Р(у) =minF(y).
уеА

3.3. Если множество А пусто или если Р(У) -F{хtJ ) ~O (т. е. если данный компонент

вектора спада отрицательный), переходим к п. 4, в противном случае, если г<г тa~'

значение радиуса r заменяется на г+ 1 и переходим к п. 3.1, в противном случае к п.5.

4. Заменяем n на n+ 1, задаем Хn=У, г=гmiп И переходим I{ п.з.

5. Значение хn объявляем локальным (по отношению к окрестности Хэмминга

U н(хn,гтах» минимумом функций Р.

При переходе к перебору элементов (п.3) окрестности Хэмминга UH(xn,r)

с г> 'min достаточно рассматривать точки, принадлежащие множеству. UН(Х'I'Г)/

·U n (хn , r.-I), Т. е. поверхности Хэмминга рп(хn,г).

Алгоритм, реализующий метод вектора спада, сходится к точному решеНИIО

задачи целочисленного программированияпри достаточно широких предпо.flо>кениях

о структуре ~птимизируемой целевой функции. В частности, сходимость алгоритма

(при соотвеТС'fВУIощем выборе радиуса rmах) имеет место при конечном множестве

определения целевых функций.

Если решается оптимизационная задача с функцией, не удовлетворяющей

полученным достаточным условиям, в алгоритм вводятся ДQполнительные I<ритерии

окончания поиска. Таким I<ритерием мо)кет быть 'количество шагов поиска или про­

должительность его по времени, а также оценка mjn Р(х), полученная С помощью

ХЕО

алгоритма статистическойоценки экстремальных знач~ний (см. § 7.6).
Результаты машинного эксперимента [69] по решению задач целочисленного

программирования показа.ЛИ высокую эффективность применения метода вектора

спада, в частности в среднем затрачивается меньше операций, чем при применении

циклического алгоритма Гомори [72]. К несомненным достои'нствам метода спада

можно отнести так}ке достаточную простоту реализации на ЭВМ. Эти обстоятельства

и предопределили широкое распространение этого метода для решения задач синтеза

систем управления.

ПРОГРАММА УЕК

Назначение: решение задач нелинейного выпуклого целочисленного программи­

рования с помощью метода вектора спада.
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пapUAfeTpbt:
ХО - вектор· начального положения точки поиска размерности Х, ОПflсывается с

, помощью атрибутов ,FIXED BINARV;
FO - значение функции цели в точке ХО;

N - размерность вектора оптимизируемых переменных;

MAXR - максимальное знач~ние радиуса окрестности Хэмминга, в пределах которой

производится локальная оптимизация текущей точки траектории цоиска;

FUNCT - вычисление целевой функции цели в данной точке, процедура, вызываемая

оператором CALL FUNCT (Xl, Fl), Хl - вектор· оптимизируемых параметров;

Fl -.возвращаемое значение ФУНКЦИИ цели в точке Хl;

OGR - определение допустимости данной точки Xl; заголовок процедуры OGR:
PROCEDURE (XI,KIN), где КIN=Одля допуст~мого вектора XI и KIN=l
для недоцустимого;

ХО, FO - оптимальный вектор аргументов и оптимальное значение Функции це.[lИ

соответственно;

МAXN - фактич'еское I{оличество шагов, затраченных на ПОИСI{ оптимального

решения.

Атрибуты параметров FO, N, MAXN, MAXR устанавливаются по умолчанию.

Обращение: CALL УЕК (ХО, FO, FUNCT, OGR, N, MAXR, M~X);
Основные этапы работы:

1) перебор элементов окрестности Хэмминга данной точки;

2) проверка, исчерпан ли заданный лимит шагов;

3) проверка допустимости данного решения;

4) проверка изменения (улучшения) целевой· функции при данном допустимом

решении.

OCHOBHO~ значение в работе программы имеет реализация процедуры перебора

элементов произвольной Оl{рестности Хэмминга с данным центром. Для этого

используется процедура генерации разбиения произвольного положительного целого

числа на произвольное число частей GENER, а Taloкe процедура всех последова­

тельных перестановок этих разбиений PERM. Эти процедуры являются модифици­

рованными вариантами соответствующих процеду.р, разработанных на языке Алгол

[62]. .

Прuмер. Целочисленная минимизация функции F(XI,X2)=Xt+x~· при наличии ор­

раничения xi+x~> 1.
Исходные данные: XO(l) =4, ХО-(2) ==2; N=2, МAXR=3, МAXN=200.

Точное значение допустимого минимума ха (1) = ха (2) = 1, FO = 2 получено на

ЭВМ EC-I050 за 0,5 ·с.

VEK:PROCEDURE(XO,FO,N,MAXR,MAXN);
DCL.XO(*) FIXED BIN:
NO-O;
BEGIN;
DCL NX(N);
DCL Х(Н) FIXED BIN;

MEТ:DO 1-1 то MAXR;
FD-1; Z-1;-NW-N;

MET1:CALL GENER(I,N,NW,Z,X,FD);
PRI-1;
NN-N;
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МЕТ2: CALL PERM (Х, NN ,.PRI ) :
BEGIN: .
DCL Х1(Н) FIXED BIN:
DO I1=2*(N+1)-2 ТО О.ВУ -1;
R1-I1:

DO 31-1 ТО N:
R1-R1/2;
I11-FLOOR(R1);
IF R1.2 a I11*2 THEN Х1(З1)аХ(З1);

ELSE X1(J1)--X(J1);
R1-=I11;
END;
Х1-Х1+ХО;

NO=NO+1;
IF NO > MAXN THEN GO ТО МЕТЗ;

'CALL OGR(X1,KIN);
IF KIN-O THEN
ПО; .
CALL. FUNCT(X1,F1);
IF F1 < FO THEN
ОО;

ХО=Х1;

FO-.F1 ;
END;
E'ND;
END;

END·
IF ~RI.O THEN do ТО МЕТ2;
IF FD-O THEN GO-TO МЕТ1;

END·;
END;

MET3:MAXN=NO;
END VEK;

PERM:PROCEDURE(X,N,PRI);
OCL Х(*) BIN FIXED;
OCL Q BIN FIXED;
DCL (P,D) (2:100) BIN FIXED INTERNALi
IF PRI-1 THEN DO; PRI=O;
ОО К-2 ТО N; Р(К)-О; D(K)F1; END; END: к-о:

INDEX:P(N)-P(N)+D(N); Q-P('N);
IF Q-N THEN РО; D{N)a-1;
GO то ITER; END;
IF Q -о THEN GO ТО TRANS;
D(N)-1; К=К+1;

ITER:IF Н>2 THEN 00;
N=N-1: GO то INDEX; END;
О-1; PRI~1;

TRANS:g-Q+К; T~X(O); Х{О)-Х(О+1);

Х(О+1)-Т;

END PERM;

GENER:PROCEDURE(N,K,H,Z,P,F):
DCL Р(*) BIN FIXED:
DCL (А,О,В,Н) BIN FIXED;
IF F-O THEN ОО;

А-Р( 1.) -Р( 2) -2: З-2;

ТЕВ: IF P(1)-P(J»-2 THEN GO ТО DIV;
A·A-1+3*(P~J)-P(J+1»; J.J+1;
GO ТО TES; END:
-IF Z·1 THEN



A-N; ELSE A-N-K:
IF Z-1 THEN Р(К)--1:

ELSE Р{к)-о;

Fa:O; J-K;
DIV: В-Н-1-Р(3); Q-FLOOR(A/B);

DO 1-1 ТО О; P(I)-Hi END;
IF О-К THEN GO ТО FIN;
DO I-Q+1 то J; P(I)-1+P(J); END;
P(O+1)·A-B*O+P(O+~);'

IF Р(1)-Р(К) < 2 ТНЕН

FIN: F-1; RETURN;
END GENER;

OGR: PROCEDURE(X1,KIN)i
DCL Х1,(*) FIXED BIN;
IF Х1(1)**2+Х1(2)*. (- 1 THEN KIN-1; .ELSE KIN-O;
END OGR';

.FUNCT: PROCEDURE(X1,F1);
DCL Х1(*} FIXED BIN:
F1-X1(1)**2+X1(2)**2;
END FUNCT;

TEST: PROCEDORE OPTIONS(MAIN);
DCL XO(2)FIXED BIN;
ХО(1)-4; ХО(2)-2; FO-20;
N-2; ,
МАХRЕЗ; MAXN-200;
CALL VEK(XO,FO,N,MAXR,MAXN);

END TEST;

7.4. Оптимизация дискретных параметров методом направляющих

ркрестностей

Для приолиженного решения задачи целочисленного программирования (7.1)­
(7.3) с ПОМОlЦЬЮ локальной оптимизации исходной начальной точки предназначен

метод направляющих окр.естностеЙ. В основу метода положены идеи метода воз­

можных направлений г. 30йтендейка [75], разработанного для решения задач вы­

пуклого программирования. Трансформация метода на дискретные системы достига­

ется с помощью введения характ.еристик убывания целевой функции 8 заданном

направлении и выбора из всех возмо}кны�x ПОДХОДЯlЦего направления для опти­

мизации. В методе направляющих существенно используются основные идеи и

понятия метода вектора спада (см. § 7.3).
Пусть множество допу~тимых решений D (D~·Ztn) является nересеЧеnuе.Аt А­

некоторого выпуклого подмножества Z'"с Rm
, а F - выпуклая функция на А. (Мно­

жество называет<;я выпуклым, если для любых точек х, уЕ В И произвольных чисел

'('1" Р>О, таких, что a,+P=I, z=a.x+JiYEB. Функция '(х) (ХЕИ) называется

выпуклой, если для любых точеl< Х, УЕВ и произвольных чисел а" 13>0, таких,

что а, +~= 1J имеем f(z)~af(x)+ pf(y).)
Пусть ХО - ПРОИЗ80льнаяточка D, Ug(xo,r) - некоторая (соответствующая мет­

рике g(x,y) на Zlll) окрестность радиуса r с центром в точке ХО. Если ХЕ D и

F(x)<F(xo), то элемент XEUg(Xo,r) будем считать подходящим. Векторную фУНКЦИIО'
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назовем А-вектором функции F в окрестности U,(Xo, г) ПРОИ380ЛЬНОЙ точки XOEZ"
i
,

если она имеет компонентЬl

Ai(X~ = F(x~ - P(x~,

(7.15)

(здесь n (хо,г) - число элементов окрестности. Us(xo,r». Очевидно, что А-вектор

функции F есть один из вариан~ов вектора спада. Отрицательные компонеНТЫ

А-вектора позволяют выделитьперспективные напр;;tрления дальнеЙ·шег() поиска,

среди которых и выбирают подходящие ДЛЯ реализации вдоль них процедуры

дальнейщего поиска. С другой стороны, неотрицательность всех компонентов

А-.вектора свидеiельствует о том, что ХО - точка локального минимума (8 пределах

окрестности Ug(Xo,'»'
в дальнейшем будем - считать, что на Zm задана метрика Хэмминга

т

Н(х, у)'= ~ IXI-YII. При др'угой метрике на zm. алгоритм аналоrичен.
1=1

Алгоритм метода направляющих окрестнрстей состоит из следующих основных

этапов:

1. Задаем начальное приближение ХОЕ D ~ максимальный радиус перебор'а­

гmах> о. ·Полагаеti· n:;::::= о.

2. Полагаем ,=1.
3. На (n + 1) -.М шаге производим перебор всех у-элементов окрестности ХЭМ­

минга UH(xn,r). На каждом шаге процедуры леребора ·определяем, является· ли

текущий сгенерированный· на данном шаге элемент у подходящим. Если ООДХО)1.Я'­

щих ·'Элементовв Uн(хn,г) нет, переходим к 0.4, еСJ}И есть, производим ·следующие

действия:

3.1. Оп.ределяем размер щага поиска дп из точки ХП в соответствии со следующей'

формулой:

где so=y-xo, O~J.t~A.
3.2. Если Ап = 00, то делается вывод, что решение задачи (7.1) - (7.3) не

ограничено снизу, и алгоритм заканчивает свою работу.

3.3. Если Лп=О, то производится ВО~8ращение Ii П. З~I, дЛЯ продолжения

процедуры последовательногоперебора окрестности Uн(Х,') .
3.4. Если О<Ло< 00, то вычисляем ХП+I по формуле ХП+I =Хп+ЛоSо . Заме-.

ннем n на n+ 1 и переходим к п.2.

4. Если г<,mах' то заменяем, на ,+ 1 и переходим к п.3. Если г=гтах' то

Хл .объявляется приближенным решением задачи (7.1) ---- (7.3).
В данном алгоритме (как ив алгоритме метода вектора спада) при переходе

к процедуре перебора элементов окрестности Хэмми~га U"(Хп,') с увеличенным

на единицу радиусом достаточно рассматривать точки, принадлежащие поверхности

Хэмминга Р н(Хn,') = UH(Xn")/U н(Хп,' - 1). Достаточные условия сходимости алго­
ритма метода направляющих окрестностей при решении задачи выпуклого цеJlО~ИС-
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денного fJРQграМl\1J:1.РО~~НI1Я. сфОРМУЛИРQваНЬ1.В [69]. Там же рассмотреl:lЫ при:меры

его применения для решения задач линейного целочислеJ-lНОГо. программирования;

частично целочисленного программирования, а также для поиска локальных реше­

ний параметрических задач линейного целочисленного программирования (Т. е. задач,

целевая функция и (или) коэффициенты системы ограничений которых зависят от

J:le~oToporQ параметра) . В качестве критерия оконч~ния поиска (или качества

решения) по алгоритму метода направляюIЦИХ окрестностей аналогично алгоритму

метода вектора спада мож~т служить оценка величины min F (х), полученная с
" ~ .,r. • хеО .
IJОМРЩЬ~ алгоритмаст~тистической оценки экстрема.дьных значений ,функции (см.

~ ,7,..6) .. ,
np~ описании .а.o!Iгоритма метода направляющих окрестностей осталась нере­

ще~'но~з~дача получеuия хотя ;бы одного допустимого решения, ·т. е. элемента

мн<;>же~:гва о. В общем случае для нахождения допуе-тимых решений МОЖНО80СЛОЛЬ­

зоваться алгоритмами 'безусловной минимизации. предна~наченными для решения 'за­

дачипо~ска Ta~oгo ,Yopt' что

Т( yoP~ = min Т(у),
y8zm

1
гдeT(y)'~ .~ и,(у)Рl(у}; и,(у) - оператор Хэвисайда; Ui=O при р,(у) ~O и Ui=l'при

ё=1

Fi{y)..>P; F.i. (i=l, .....• [) - функции, формирующие систему ограничений (7.3).
ФУlIкционал Т(у) характеризует ·степень нарушения данной точкой У :системы огра­

ничений. ЛеГI<О видеть. что Т(у) ~O ДЛЯ всех yEZnI
и Т(у) =0 при УЕО. В данной

постановк~ задача ПQиска- допустимого 'решения трансформируется в задачу цело­

tЩ~СЛ~НI:lОГО ~рог.раммпр·ования·без ограничений~ для решения которой MO>J<HO при":

меlfИТЬ методы н.аправляющих окрестностей И вектора спада.

А",горитм 'направ.пяющих окрестностей реализован в виде программы NAPRO
(на языке ПЛ/1), которая в целом аналогична программе VEK. но в ОТJ:Iичие от

ПQс,~едней содержит дополнительный фрагмент', размещаемый после строки 31
программы VEK: .

DO WHILE (N)<-MAXN):
X1-X1+NX:
NOaNO+1':
CALL OGR(X1,KIN):
'IF KIN. О ТНЕК

DO·
CALL ,FUNCT(X1,F1):
·IF F1 < FO THEN
00:
XO-X1:.FO-F1:
END:
ELSE GO ТО 'МЕТ;

2ND;
ELSE ао то МЕТ:

END:

197



(7.16)

7.5. Оптимизация дискретных 'параметровимитационных моделей

Дискретный характер управления функционированием современных сцстем управ­

ления, обусловленный иерархической структурой и фОРМИ.рованием управления n
виде выбора альтернативных вариантов из конечного числа заданных, ПрИВОДИТ I{

с;ледующей постановке задачи оптимизации.

Предположим, что в результате отдельной реализации имитационного эксце­

римента вычисляется некоторая скалярная. функция (критерий~ f (х), ·зави<;ящая от

m-мерJ:lОГО. параметра х, принадлежащего "некотором.у дисК:р"етному множеству

ХЕRIlI
(R

nJ
-lll-мерНОе евКJIИДОВО пространство). Так как отдельныереализзции

ЭI{сперимента определяются с помощью методов моделцрования случайных nроцес­

·со.в, то зависимость f(x) имеет' неоднозначный, вероятностный характер. Все это'

приводит 1{ необходимости постановки задачи оптимизации имитационной модели

в ра.мках теории стохастичеСJ{ОГО программирования.

В качестве кри:rерия обычно выбирается функция математического о>кидания

случайной величины f(x) :р(,,) = Mf(x) . В этом случае f(x) (ХЕК) - со~окупность

случайных величин, заданных на некотором вероятностном пространстве (Q, А, Р), где

Q - достоверное событие; А - а-алгебра измеримых подмножеств Q (событий);

р - вероятностная мера на (Q, А). На основании наблюдения отдельных реализа­

ций f(x) требуется найти экстремальные точки функционала Р(х).

Пусть множество оптимизируемых параметров дискретно и конечно. Без

ограничения ·общности можно считать, что х имеет вид декартова произведения

где nё, Ni~О - целочисленные нижняя и верхняя границы изменения i-ro пара­

метра (i = 1, ... , nz); In - количество оптимизируемых параметров. На Х считаем

заданными некоторый детерминированный функционал качества (критерий) и неко­

торое мно>кество D (ОsX). Критерий Р(х) вычисляется, ~ принадле}l{НОСТЬ

MHO}:l{eCTBY идентифицируется в ходе имитационного эксперимента. Ставится задача

найти

Arg min F (х).
х6О

Таким образом, исходная задача формализована в терминах целочисленного

программирования. Мно>кество допустимых значений аргумента D задается, как

правило, с помощью совокупности ограничений вида

F1 (x).~ О, ... , Fl(x) ~ О, [~ о, х6К. (7.17)

Решение задачи оптимизации дискретных параметров имитационных моделей

затрудняют следующие факторы:

1. Большая мощность (количество элементов) множества К, что не позволяет

реализовать процедуру его полного перебора, особенно учитывая ограниченный

объем имитационного моделирования.

2. Определенный порядок просмотра переменных при расчете критерия и oгpa~

ничений, поскольку исходные данные для некоторых подсистем из числа комплектую-
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щих всю оптимизируемую систе·МУН6"ЛЯЮ'СR ВЫХОДНI?IМQ:. характеристиками других

подсистем.

-3. Нерегулярность задач.~, ·в данном ·контексте "это 09IJачает, что у .функциона­

лов критерия 'и' ограничени'й отсутствует хорошо выраженная ·структурность.

(типа вы·пуклости, линейности и ·Т. д.).

4. Незначительная априорная ин.формация (j ·структуре функц;ионалов критерия

И ограничений.

Эти'факторы затрудняют применение традиционных методов целочисленного

проtр·аммирования, рриентированных на решение задач с функционаnами, 'принад­

лежащими строго заданному классу (линейных функционалов, выпуклых и т. д.).

с другой стороны, при решении большинства практических задач синтеза систем

требова:ниедостижения'точного экстремума целевой функции не ТОЛЬКО неВЫПОЛ!IИМО,

но и излишне. Так как процессу реального фУНI<ционирования ·исследуемоЙ

~истемы сопутствует большое количество неформализуемых факторов, не учиты­

ваемых в моделировании, тО в реальных разработках предпочтительнее иметь

·вместо одного точного оптим~льного решения совокупность субоптимальных реше.;

пий, из которых ответственное лицо {или группа таких лиц)· и выберет о"кончатель­

ное на основе интуиции, опыта аналогичных разработок и т. д. Таким образом,

с практической точки зрения необходимо·получение устойчивых (хотя и приближен­

ных) ре~ультатоь приближенной оп:гимиэациив широком диапазоне ~ешаемых

зада~.

Решать· общую "задачу и при наличии перечисленных выше .факторов 1-4
позволяет алгоритм оптимизации дискретных оптимизационныхмоделей (АОДИМ).

Пр~ведем некоторые сведения, относящиеся к заданию подходящей топологии

на пространстве х. Введем на Х метрику Н:

т

Н(х,у)=:= .~ Ix,-Ytl.. х={х,}Т, Y~{YI}T, i= 1, ... ,m.
"i=l

(7.18)

ЧерезU н (у,М:) об0значим соответствующую метрике Н окрестность точки ура­

диуса М:

. UH (у,М) = {z : Н (y,z) ~ М}.

Отметим очевидные ~войства введенн"ых окрестностей U н:

м

Uн (у,М) = U .(z:·H (y,z) = j},
j ="1

UH (У, М) = UH (у;м - 1) u(z: Н (y,z) = М}.

(7.19)

(7.20)

Поисковые операции в процессе" работы АОДИМ базируются на процедуре

эффективного порождения всех ТQчек окрестности U н(у,М), основанной на много­

кратном решении диофантовых уравцеНI-JЙ вида

х. + ... +Хm = j, j = 1, ... , М, (7.21)

с последующим вращением каждого решения в пространстве Rm
вокруг точкиу.
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Пусть oKpeCTfIOCTb Uн(у,М) содержит K(n~,M) элементов, удовлет~оряю1Ц~Х

рекуррентному соотношению (7.13).
За~еIНЦ~f исхрдную задачу оптимизации (7.16) ДРУГQЙ, в I{ОТОРОЙ ПОИСI< мини­

мума функционала F осуществляется на D',э·адаваемом системойравенств:-

(7.22)

Р,(у) + а,(у).= О,

где функции а ) (у), ... , а,(у) все неотрицаТельные. Tal{ как, с одной стороны. ·НаМно­

жестве D ФУНКЦИИ Gi{Y) = -р,.(у) неотрицательные, а с другой - каждый' элемент

уе О' (т.е. для которого все a;(y)"~o (Ё= 1, ... , [) )принадлежат такн{е и О, ТО

О=О', и цсходная задача эквивалентна задаче, задаваемой соотношениями "(7.16),
(7.22) .

Обозначим ~ерез и(у) характеристику недопустимости данного· решения у:

1

и (У) = ~ AiX; а,(у), (7.23)
i=l

где {А
"
i~ 1, ... , ~ - набор отрицательных весовых коэффициентов, Х; - оператор

Хэвисайда функции а;(у): Х,Ё= 1, если O~y)<O, и X,i=O, если a,{y)~O.

Пусть дана исходная точка (начальное приближение) поиска хо. Без ограниче­

нияобщности можно считать, что хо· совпадает с началом координат. Вычисляется

совокупность величин

(7.24)

где суммирование ведется по всем элементам МНО}l<ества Ai •r - находящейся в

i-M октанте Rnr
части окрестности Uн(Хо,Г) (г= 1, .., R), где R задается априори.

I<.оличество элементов Mi,r мно>кества А",.. как следует из соотношения (7.13), вы-

числяется по формуле .

Mi,r = ~ к (m,j).
}=о

(7.25)

Ограничения (7.22) учитываются следующим образом: вместо ка>кдого "слагае­

мого, соответствующего недопустимому ~начению х, в сумму (7.24) войдет е (х) ­
функция степени недопустимости данного х, учитывающая информаЦИIО о ·значениях

функционала F на множестве Х, например, вида

8. (х) = тах тах (р (у), -- Р(у)},
y~X

82 (х) = и (х).

200

8з (х) = Q( 81 (х), F (х), и (х»), {7~26}



.где Q(u,v,t) -- некоторая монотонно возрастающая по всем с·воим арrумеитам

действительная ФУНКЦИЯ. .
Далее АОД~ИМ выбирает для последующего поис}{s октанте ном"ером Nп

(Nп= 1, ... , 21lJ
) В соответствии со следующей схемоА:

1) если SN ,==lnin SI,,<F(xo) (A={I, ..., 2т}, то Nn=N;
· ieA" .

2) если октантов с номерами N" ..., Ns , удовлетворяющими условиям п.l,

н~сколько, то когда условия п.l выполняются для какого-либо, но наибольшего,

если ИХ нееКОЛЬl<Q, r=(R-l), "', 1 и A={N., ... ,·Ns};
3) если условия пп. 1 и 2 не дают возможности отдать предпочт~ни~ ни одному

из номеров N" ... , Ns, то выбирается произвольный из них (например, с наимен.ьшим

Qомером) ;

4) если minS,.,~F(xo) при г>го (l~ro~R), то условие п.l проверяется с К8­
ieA

ким-нибудь (но максимаЛЬНblМ) значением г из СОВОI<УПНОСТИi.{ro-l, ... , 1};
5) если условия пп. 1-4 не позволяют выбрать Nп, то Nп - номер того октанта,

в котором отобрано наилучшее решение хйл, причем F(хнл ) < F(xo) (если и таких октан­

тов несколько, то .пюбоЙ из них).

Если условия пп. 1-5 не обеспечиваIОТ выбора нужного направления, решение

ХО объявляется приближеннымлокально оптимальным, в противном случае дальней­

ший ПОИСI{ осуществляется с помощью перебора всех целочисленныхточек, принад­

лежащихоктанту с номером Nп и ле>кащих внутри цилиндра радиуса Ru. (Ru задается

априори) с осью си.мметрии, проходящей через точки ХО и Хил. ПОПсJ< прекращается

по наступлении ситуации .невозможности улучшения значений F, после чего процедура

выбора направления поиска. в соответствии с условиями пп. 1-5 повторяется.

Центральным в схеме алгоритма является поиск той части окрестности U н (хо.г), в

которой достигается минимум среднего значения обобщенного градиента Функциона­

ла Р. Это позволяет прогнозировать тенденции в изменениях поведения функциона­

ла F, что, в свою очередь, обеспечивает продвижение в направлен'ии уменьшения·

значе.ниЙ F с помощью процедуры линейного поиска (аналогично алгоритму

метода направляющих окрестностей). Таким образом, непосредственный перебор

элементов окрестности U Н (ХО,Г) точки Ко используется лишь ](ак вспомогательное

средство для выбора направления, перспеl{ТИВНОГО для дальнейшего поиска. В

случае неВОЗМО)l{НОСТИ выделения такого направления в АОД.ИМ осущеСТ&JIяется

процесс улучшения решения с помощью схемы перебора, аналогичной алгоритму

метода вектора спада. Существенным является то, что в процессе работы Аадим ис­

пользуется несколько альтернативных режимов, соответствующцх различным спо­

собам улучшения данного решения.;?то обеспечивается схемой алгоритма, отражаю­

щей. последовательность применения указанных способ()~ улучш~ния.

Проведем анализ работоспособности АОДИМ дЛЯ детерминированных систем.

Мно)кество D целочисленно выпуклое, если для любых х,уеО всякая целочисленная

точка z. такая. что z== ах+ру (a,~ > а+ ~ = 1) ,также принадле>кит о. Справедлива
. I

сл~дующая теорема

Теорема 7.1. Пусть О - целочисленно выпуклое подмножество пространства

Rnl
, F - выпуклый функционал, заданный на D и УДОQлетворяющий следующйм

условиям:

1) IF(x) I~ с< 00 (ограниченность Р);
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2) существует такое Ro, что

min IF (х) - F (у)1 ~ d >.0 дJJЯ всех zE! о.
х,у,6U и (z,Ro)ПО

х=/=у

Тогда АОДИМ с максимальным радиусом поиска R. ~Ro, нача~ьной точкой

Хо, такой, что min H(xo,y)~R (т. е, отстоящейот D ~e далее чем на R), использующий
уео

в качестве штрафной функции 61 (х) = и(х) , сходится к решению задачи (7.1 б). (7.122).
Д о к а з а т е л ь С Т в О. ДЛЯ произвольной целочисленной начальной точки хо ЕХ

рассмотрим множество Sxo - совокупность допустимых ~начений аргумента, значе­

ния F в которых не больше р(хо): Sxo={y:F(y) ~P(Xo)}. Пусть SxO=(YI' ... , Уn, ...}.
Можно показать, что Sxo целочисленно выпукло. Действительно, пусть ун, Yi2, УIЗ та­

~OBЫ. что УцЕ D (j= 1,2,3) и ~"'l=aytl +РУ1З (а.р> О, a+p=J). ТОГДа из оп'ределения

выпуклой; функции получим .

Отсюда следует, что UH(XQ, R) обязател.ьно имеет непустое пересечение с Sxo"Следо­

вательно, АОДИМ улучшает значение Р(хо) (если оно н.е оптимально) ·С помощью

одного из условий пп. 1-5 (по крайней мере с помощью п.5), что,. принимая во

вниманне условия 1,2 теоремы, и доказы~ает утверждение.

Заметим, что при доказательстве теоремы 7.1 мы не использовали .предположеl'l"е

о КОJIечности множества Х.

ДляисследоваJlИЯ эффективности функционирования АОДИМ в условиях H~pe­

гуля.рноЙ структуры критерия F представим F с помощью следующей МОД~J1И

стохастического J1рограммирования. Допустим) что нам доступно наблюдение ,реали­

заций случайного критерия {(x)=P(x)+~(x), где Р(к) - детерминированн.а~ целочис­

ленно ~ыпуклая составляющая, которую следует МИНИМИ3J{ровать;~(х) - случайная

величина, заданная на измеримом пространстве (а, А, Р).

Teope~a 7.2. Предположим! что случайные величины s(x) (ХЕ Х) незаВИСIJМQlе

центриров·анные и имеют конеЧН~Iе моменты BT~POГ.o порядка т2(Х). Пусть АОДИМ,

осуществляющий поиск минимума Р(х) , ВqlНОСИТ решение о выборе перспективного

дальцейшего поиска ПОД номером Nn. в соответствии 'с П.l алгоритма, при~еняемоrо

с радиусом поиска r (г> О) .
Тогда ЛОДИМ, производящий МИНИМI1зацию реализаций {(К») выбирает д~я

дальнейшего поиска также октант под номером Nn с вероятностью P1, удовлетворя­

ющей следующему' неравенству:

(7.27)

Здесь б=m2/ (е2МN
n
,)-; m2=тах т2(Х);,8 - требуемый уровень, уклонения среднего

ХЕХ

.з.цачения· реаJiизаций H~) на множестве А1,г от сВОего" м;атематического ожидаli.ИЯ.

Доказательство: Пусть X N (j=l) M!i 1) ""'-точки, 'принадлежащие
п,l . . П,Г •

октанту с HOFdepQM Nп и 9'tстоящие 'от Ко. H~ далее чем Ji"a- расстоянии Н(ХО','ХNП,J) =г.

Используя неравенство Чебышева, имеем следующую оценку вероятности укло-.

пения:
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ОТСIода ясен выбор' оцеНI<И дЛЯ Р•.
Соотношение (7.27) .дает универсальную, не зависящую от 'конкретного рас­

пределения шумов s(x) оценку вероятности правильного выбора алгоритмом

направления дальнейшего поиска. В конкретныхпримерах соотношение может

дать заниженную оценку указанной вероятности, которая может быть существенно

уточнена ·при· решении задачи с конкретной моделью шумов (например,. что чаще

всего бывает на практике, гауссовских).

При применении АОДИМ вероятность Р.может быть существенно повышена

путем выведения из суммы нескольких слагаемых, являющихся большими выбро­

сами случайного поля f(x) J Т. е. нескольких максимальных и минимальных сла-

.гаеМых. в этом случае эффективность АОДИМ МО1кет быть заметно улучшена

именно на этапе определения перспективного направления для ПОИСI<а [79]. I(poMe
того (как уже у~азано в § 2.1). представляется целесообразным сочетание настоящего

подхода с ·широко применяемыми методами случайного поиска для локализации

~OHЫ абсолютного экстремума (см. также [71]).
Опишем модификацию Аадим, которая более полно учитывает информацию

о топологических свойствах оптимизируемого функционала F(.) в процессе опреде­

ления направления. перспективногодляпоиска оптимального решения.

Идея улучшения процесса сходимости заключается в использовании имеющихся

-элементов ·окрестностиUи(Хо.R) начальной точки поиска ХА. Для этог.о произво­

.дится попытка интерполяции точек опорной поверхностиF(·) в непрерывной OKP~CТ­

ности Ха, ограниченной поверхностью уровня РH(xo,R) (R > О). С помощью интерпо­

лирующей зависимости можно ВЫЧflСЛИТЬ аппроксимирующий градиент Р(.) в ХА

и принять ·решение о пер.спективном направлении поиска. В рамках всей процедуры

··Поиска, включающей, как в АОДИМ, этапы выбора перспективного направления

и линейного поиска вдоль выбранного направления, осуществляется последователь­

ный Jlеребор точек в коридоре, ОI<ружающем указанное направление. Основная

идея. таким образом, состоит в попыткепри'менения хорошо разработанных в

настоящее время методов интерполяции функций многих переменных для вычисле­

ния Р'(Хо) ~ функции некоторой непрерывной окрестности хо.Эта задача является

классической, и ее решению посвящено БОJ,Iьшое количество работ [78, 80, 81].
Например. когда область аппроксимацииD замкнута в Rm

и известно. что функция

Р(.) непрерывная (РЕC(D», ;'0 для л~бого 8>0 существует многочлен Р(х)
переменных хТ =(х.,...,Хm ), что IP(.)- Р(. )1 00~ 8 В метрике, определяемой соотноше-
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Hli~M " --:- gl,oo~ suP. If(x) -;g(x)l. ,У~аэаиный многочлен Р(х) представляет собой
xe::RnI

алгебраическую форму

(7;28)

-k . .k k - - - -
где Х =Xi, ... , хm

Лl

, k, n - МУJ1ьтиин.р.ексы;. k~.(kl, .... , .km ); '~ =;(nl:, .•. , 11т).

Соответственно n-l=(nl-l, ..., nm-l), а 'неравенство O~k~n-l ПО~ИМ~t:~ся

ПОКОМПQнентцо:O~ki~ni-'-l,'Где i==1, ..• , m. Легко видеть, что полином Р(х) содер­

}({ИТ N[P(x)]=.nl Х ...Х nт коэффициентов.

Сформулированный результат представляет' собой хорошо известную в класси­

ческом анализе. Te~pe.MY В~.~ерш!.рqс~а. Аналогичцый pe~YJIQ~aTQMeeT место ,р для

т':'мерного .тора 5 Х ...Х 5 при аппроксимации тригонометрическими полином.ами

от т переменных:

Р(Х) = ~ Ciiexp{jkx},·
Ik/l:S;;;tl/-l.
1:S;;;I~т

'Где kx==k1xl+ ... +kmxm .и -С-k=Сfl. :.Qrметим,. что ПО~J:lНОМ Р(х) и~~ет
[Р (х)]= (2nl -1) Х ... Х (2nm -1) коэффициентов.

Рассмотрим HeKoTOpylO область интерполяции D~Rm (хо Е О) функционала F ( •) ,
заданного с помощьюN точек X(I), ••• , X(N) (X(i) = (xfO, ... , хМ» I i 1, ... , N) - узлов

интерполяции. Найдем многочлен Р(х)= ~akxk (lkl = k l + ...+km ), совпадающий с

Ikl~ Пl в заданных узлах интерполяции:

P(x(l))=F(x(l)), i=,I, ... ,N.

Дл~ этого сформируем линеЙНУIО (относитe:nьно неизвестных коэффицИеfiтОв··аk) сис­

тему уравнений

F (X<I» = ~ak[ X(i)] k, ·l = 1, ... , N.
k

Для разрешимости систеМbI необходимо, чтобы матрица известных коэффициентов

была неособая, т. е. чтобы detA=det{[(x(;)k],. ,/l)=#=O. Так I{aI< этот детерминант

обращается в нуль на многообразиях размерности Nm :- 1, то выбор узлов интерпо­

ляции возможен в принципе.

Фундаментальную систему многочленов P1"(x), ... ,Pмх) моя{но получить из системы,

в которой.коэффициентыak получены из условия F(x(i}) = (,Jl, 'где бst - символ J\P.oHeKe­
pa~ бst = 1, если 5=t, и бst=О, есл~ 5=1=t. При этом явный виД.многочлена Pj(x) следую-
'ЩИЙ': .

PJ(X) = ~a~)xii,
k

а са м интерполяционный МНQгочлен записыв~ется 8 'виде

N
р (х) = .~ р( X(i~ PI(X).

i=l



Т~чность t,lппроксимации в многомерном слуЧ'ае определяется следующим образом:

IF(o) - Р{ ·)1 ~(l + Ан) Е(Р),

rд~ Е(Р) = inf IIF-Plloo; L- множество интерполяционных степенных многочле-
. . . peL

нов Lc С [О] (С: [-D] - ~ножество непрерывных на D функций); AN - неI<оторая 'КОН­

N
станта (константа Лебега): AN= щах ~ IP,(x) 1. в этом случае, когда множество О,

xeD·I=l
на котором производится аппроксимация фУИКЦИОНaJIа Р{.),- многомерный интервал,

(7.29)

где' ХО Е-В. оБы�ноo -Мно>l<ество D является MHorbMepHbiM- ~КУб~М с центра~ь~ой точ­

кой -хо:

D={хв-Rm: -C~X,-XOI~+C}, l~i~m, (7.30)

при этом с --натуральное число.

Если хР>, ..., х,(п.i) (i= 1, , т) --,- l-e координаты узлов интерполяции, то в
D узлов и~терполяций N=nIX Xnт (есл" D:-~уб, то nl= ... ~nm:::;:::n и N=nni).

-На'основании множеСТJJа узлов интерполяции

. Р ({PI) (Рт) ) ( )
х: = х) , ... , Хm ,р =:= PI' .." Рm · , .

определяется вид многочлена .
.Соотношения. определяющие фундаментальный многочлен, связанный с узлом

х(:), следующие:

р (х) = ~p (х{р») Рр (х)

'р

па

- интерполяционный многочлен имеет константу Лебега л.N= :ПlПni (если мно­
i=1

жество 'О ~ с.имметричныIй куб, то (Inn)m).
С помощью интерполяционного многочлена Р(х) вычисляется вектор-градиент

Р ( ) _ (дР (х) др (х) )Т
"v Х - д ' ... , д '. Х1 Хт

на основании которого вычисляется перспективное направление в точке ХО:



Аппроксимация с помощью приведенных формул достаточно эффективна иобес­

печивает построение гладкой поверхности интерполяции .
.Кусочно-qолиномиальная интерполяция может быть реализуема с помощью

СПЛ~ЙН-фУtlКЦИЙ [80, 81]. Сплайны позволяют осуществить гпадкую интерподя­

ЦИIО многочленами заданной степени и получить достаточно качеСТ'венную оцеНI<у

V Р( .) по небольшомуколичествуопорных точеI{ на поверхности F(·).
При использовании системы точек (7.29) для определения (оценки) вектор­

градиента V F(x)lx=xo требуется подключение процедуры полного перебора цело­

численных точек из многомерного параллелепипеда

где (а/, Ь;) (i = 1, т) - целочисленные граничные точки параллелепипеда. (эф ..
фективный алгоритм, а также реаЛИЗУlощая его программа, основанные на про­

цедуре .JIексикографического пер.ебора в заданных границах,. приведены в [59].)
Проведенный анализ позволяет оценить возможность построения аппроксима­

ции градиента \l Р( .), а также алгоритм вычисления указанной оцен.ки. В соответ­

ствии с сформулированной выше общей схемой оптимизации дискретных параметров

на основе V Р(ХО) (или ее оценки) формируется последовательность точек Х(, Х2, ••• , по­

лученная с помощыо процедуры линейного ПОИСI<а Xl+(=x;+A (i=O, 1, ...), в КОТОрОЙ

А == t[ - V F (хо)], и суммирование осуществляется до увеличения функционала F(·),
Т. е. до Tex~op, пока не начнет выполняться Hepa~eHCTBO F(Xi) ~F(XI+I), где

t[ - V Р(ХО)] - функционал (оператор), обеспечивающий це.Jlочи.сленность генерируе­

мых решений и максимальное сопряжение с направлением, оп·ределяемым антигра­

диентом - 'V F(xo) (более подробно о сrроении оператора t(.) см. ниже). Учет не­

обходимости получения допустимых решений достигается введением штрафных

функций, подобно тому как это реализовано в основном варианте АОДИМ.

Идея построения оператора {(.) заключается в последовательном переб6ре

точек некоторого ИСХОДЯIЦего из точки начала поиска круглого конуса с осью сим­

·метрии, который определяется направляющим вектором градиента (точнее, его оцен­

кой). V Р(ХО). Грани~ная поверхность конуса определяется из условия превышения

объема' просматриваемых целочисленных точек или неВОЗМО}l{НОСТИ улучшения зна­

чений функционала р(.) в пределах данного конуса, соответствующего направле­

нию "V F(xo).
Назначение ·оператора t(.) - в генерации целочисленных точеI{, находящихся

внекотором пространственном объеме, заключающем выбранное направление

(определяемое, нап ример, оценкой градиента V F (хо) ). ·При изложении используем.

некоторые понятия выпуклого анализа .[57] .
Множество К, принадлежащее т-мерному еnклидову пространству RnI

(т~ 1),­
выпуклый конус с вершиной в нуле О (ОТ=(0, ...,», если оно удовлетворяет следую­

щим двум усл.овиям:

J) множество К выпукло;

2) если хЕ К, то при любом скалярном параметре s> О и sxЕ К.

[tелочисленное сечение конуса является пересечением поверхности конуса

плоскостью, определяемого целочисленным значением X(k) = l (k-й координаты Rт).

Все точки, принадлежащие внутренности конуса, обязательно лежат на одном из
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цеЛО1.{исленных сечени~. Это. в свою очередь, позволяет генерировать целочисленные

точки конуса. продвигаясь по последовательно формируемым сечениям. .
П·ри оценке эффеI{ТИВНОСТИ предлагаемого алгоритма, основанного на вычис­

леНии функционала аппроkсимации поверхности Р(.) и соответствующего прибли­

жениs{. градиента \1 Р(ХО) с последующим линейным поиском улучшения Р(х) на

целочисленныхточках конуса К(Хо)' с вершиной в ха, предлаг~ется подход, связанный

си<;полъзованием аппроксимирующейзадачи непрерывного программированиядля

а"наЛИЗ8 скорости сходимости Р(х)-+ m"in' (задача называется сопровождающей).
. XERnI

При этом генерируется некоторая последовательностьточек YI (i.;;::' О), удовлетворяю­

щая соотношениям

.- (\1 F(Yi) ,h) ~'Y 11 \l Р(у,)1IIIh, )1,

(7.31)

(7.32)

где i~O; h,= - \l F(Yi); 1'>0, а (1.,1 ~ наименьшее !Iоложительное Л, дЛЯ которого

F(YI + сх" h,) = min Р(у, + a,h,).
a~O

(7.33)

n р е Д IJ о л о Ж е н и е 1. Функция Р(·) как функция He~pepЫBHOГO аргумента

ХЕ; Rtn дважды непрерывно дифференцируема и в окрестности точки оптимума

хор\ реаnи~ующей локаЛЬН~IЙ миниму~, строго выпукла, т. е. если для любых

у, ZЕ:Rm:у=#=z·и любого (1.,Е (0,1):

.P(az + (1 - а,) у) < aF.(z) + (1 - (1.,) F (у).

При данном предположении для всех xeRm, для которых Ilx-xopt ll<8 (8)0),
существуют т, М:О<m<М, для которых

.(7.34)

Здесь (.,. ') - символ скалярного произведения элементов пространства Rm• Потре~

буем выполнения соотношения (7.33) в достаточно большой области, содержащей

точку оптимума xopt•

При использовании алгоритмов минимизации F ( .) и.меют место оценки [16]

(7.35)

или

(1.36)

где коэффициент '~ (~> О) ПОДС~ИТ~t.~.~е'Гся. по' фор~~.ре· ~p.=;: 1-(,\,~./ М)2; :YE(O~l)-
, '.. .~ .6 .. •

показатель роста скалярного произведения. .
Из 'соотношений (7.34)- (7.36) "можн~ получить
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11
· - optll. -J2[F(X~ -F{х·Р1)] (_t:\'

. у, ~ ~. . .. m' .-vp) ,

где i~O.
.При наJ1ИЧИИ 'системы функциональных 'ограничений, требующих найти опт~­

мальное решение ~ некотором выпуклом множестве D путем· введения спеЦl;fальных

штрафных функций, исходная задача сводится к задаче безусловной ОПТИМИЗ,ации

на всем целочисленном подмно>кестве (решетке) простраиства RII1
• В этом случае

обращение к сопровождающей задаче непрерывного программироеания позволяет

получить оценку эффективности сходимости процедуры поиска АОДИМ. Соотно­

шение (7.37) позволяет оценить расстояния от решения Yl, сформированного на

i-й итерации непрерывного ПОИСI<а от xopt - оптимального решения непрерывной

задачи.

Пр е Д п о л о ж е н и е 2. Решение дискретной задачи yOpt содер.}I(ИТСЯ в Hel{OTO­

рой окрестности Uи(хорt, г) оптимального решения xop,t flепрерывной задачи ·с задан­

ным радиусом г(г> О). Это означает по сути возможность использования -прибли­

женного решения, достаТОЧ!lО близко (на .расстоянии, не пре~ыщающем Г)ОТСТОЯ.­

щеГQОТ оптимального. В этом случае с помощью неравенства треУГОЛЬНl:tка

оценка расстояния между оптимальным реш~нием дискретной задачи yopt иi-й ите­

рацией АОДИМ Х, оценивается (в еnl<ЛИДОВОЙ меТрИI{е., но могут быть П01lучеЦ~I

аналогичные результаты и для любой другой метрики, заданной на Rm) величиной

l'уОР. - x111 ~llxoPt - yOPI'11 + IIYi - xoptll + Ily1 - хАI ~ r +
+ ~[P( x~ - F(xopt)] ~' + IIYi - xill~

т.
(7.38).

Оценим разностъмежду непрерывным (принадлежащим сопровождающей зада"

че) и дискретным решениями бl= IIYi--:-ХIII на i-й ~fнreрации. Рассмотрим многомерное

тело, образованное конусом и его граничной сферической поверхностью r(Yi), ПР.ОХО-.

дящей через точку Yi. Тело соответствует решению сопровожда~щей непрерывной

задачи на i-й итерации, т. е. радиусом R= IIYi-Хi-lll.

Введем MHO>KeCT~O д; со слеДУIОЩlfМИ определяющими его свойствами:

Если Р(.) - выпуклая функция, то множество А, также выпуклое в Г(у;) (т.е. -рас­

сматриваемое {<ак подмно>кество пространства Г(у;».

Обозначим через В; наибольшее (с наибольшим диамеrром, или, что ЭКРИВ8­

лентно, с наибольшим коэффициентом S, входящим в определение конуса) сечение

конуса, содер>l<ащее целочисленные точки z, удовлетворяющие условию F{z) < Р{Х;-1) .
Множество В, (являющееся проекцией множества Аl с центром проецирования

Хl) с требуемыми свойствами сущ~ствует по крайней мере для множеств А" содержа­
щих сферический элемент достаточно большого радиуса d, проекция «оторого

на целочисленные сечения конуса содержит целочисленные точки. (Критериям

существования целочисленных точек в выпуклых множествах еВI<ЛИДОВЫХ пространств

посвящена [57].)
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Таким образом, требуемая ·оценка б1= IIXc-УIII определяется максимальным

р-йсстояни:ем от точк~ Уl до наиболее удаленноrо целочисленного элемента сечения

В" что MO}J{eT быть, в свою очередь, оценено расстоянием от У, (центра сим.метрии

r(Y/» до границы Вi:бг = Г[+ (8/1/)2, где ГI-максимальный радиус эллиптического

сеч~ния B/; 8hl-расстояние ~T YI дО Bi (8hl определяется из условия пропорциональ­

носfп" отнощеНИf! объемов В; и A1 расстоянием последних от верщин конуса) .
. ' nроведенный анализ можно сформулировать в виде слеДУlощеЙ теоремы.

Теорема 7.3. Пусть F(·) - выпуклая функция на R"' и выполняются предполо­

жения 1, 2. Тогда имеет место следующая оцен"ка расстояния между решениемх;,

генерируемым ЛОДИМ на i-йитерации, от оптимальног«;> yOpt:

где- "i - -минимальный радиус окрестности U и(хорt".) оптимального решения со­
провождающей непрерывной задачи; '~=(2/nl) [F(xo)-F(xopt

) ]fJi; Гз=(гl+8h;)1/2.

-Указанная оценка позволяет оценить требуемое число итераций алгоритма (и,

следовательно, требуемое количество замеров значений функционала Р(.) для до­

стижения требуемой точности вычисления дискретного оптимума Р(.). Отметим,

что фигурирующие в оценке для значения F(xopt
) могут быть вьiчислены с ПDМОЩЬЮ

алгоритма статистической оценки экстремальных значений критерия.

ПРОГРАММА AODIM

" Назначение: оптимизация целевой функции, как стохастической, Tal{ и детер­

минированной, на цеnочисленной решеТI{е, допускающей разрывы (язык Фортран) .
. Входные napaAfeTpbl:

N - количество векторов;

IRM - радиус перебора точек;

IRMB - ширина трубки просмотра при дви">кении по направлению;

ХО---начало координат (начальная точка поиска);

NJUMP - число прыжков в случае неудач; -
IPRl.- признак cTpyl{TypbI функционала оптимизации: О - стохастичеСКИЙ J l-де­

терминированный;

IPR4 - признаl< выбора перспеI<ТИВНОГО направления при IPR 1= 1.
Выходные· napaAterpbt:

ХО - координаты оптимальной точки;

FOP - значение функционала в оптимальной точке ХО.

Внутренние napaltteTpbl:

XS - абсолютный ·вектор координаты текущей точки оптимизации;

IRX - признаки допустимости;

IX, IXl, IX2, IX3, IZ - всПомогательные массивы;

IXMAXT - координаты перспективной точки;

IZOP - координатыоптимаJIЬНОЙ точки;

IRP - радиусперебора.

Исnольэуем.ые nрограАtм.ы:

ISMEAN - вызывающая (тестовая);

FORTUB - вычисление значения функционала;

SMEAN - получение, среднего значения функционала в ортанте;
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JUMPT - движение по .направлению;

BLOKRS - осмотр ближайшей окрестности;

SRED - получение среднего значения функционала в текущей точ~е;

CHEINO - изменение индекса ортанта;

IAT - ПРИС80ение значения текущему массиву;

COIMAl - копирование текущего массива;

OKRS - генератор точек в ортанте;

GENpL - генератор точек, ближайших к биссектрисе;

BESTP - генератор точек на осях координат.

Пример. Решение задачи оптим"зации вариантов б~ртовогооборудования ле­

тательных аппаратов с дистанционным управлением - найти минимум фу.нкцио­

нала (критерия качес!ва оборудования)

(х) = ~ Q,{[ ~ RI/X/] +[.n PI/Xt 1
].}.·

i=1 /=1 /-1

при наличии ограничений

где кТ=(XI, ... , Хm) - In-мерный вектор, описывающий возмо>кнь~е ал~тернативны�e

варианты реализации модулей; QI, RIj, РIj, С/' ё} - неотрицательные константы;

Gj , д} - заданные нелинейные функции ограничений (т - количество отдельных

модулей бортового оборудования). Область изменения параметров XI (i = 1, ... , т) ­
конечное множество натуральны~ чисел: XIE{l, ... , Ni } (Ni~ 1) (Xl индексирует возмож­

ные состояния модуля).

При достаточно больших In, N1 (на практике т=5 ...20, N1=5...50) полный пере­

бор всего множества возможных значений параметров нереализуем даже с помощью

современных быстродействующих ЭВМ. Сформулированная задача мо>кет служить

одновременно и тестом для анализа эффективности алгоритмов нелинейного дис­

кретного программирования. Действительно, мощно показать, что при Q,=Rij=Pij= 1
минимум F достигается в точке х) = ...=Хm= 1 (ограничения не учитывались).

Это позволяет проанализировать работу программы АОДИМ при различных на­

чальных точках поиска, которые задавались с помощью генераторапсевдослучайны�x

чисел.

Во всех реализациях (проводилось 30 опытов) был достигнут точный мини­

мум popt=35,O (m=N,=7). Время поиска минимума 0,5...4 с. Машинные экспери­

менты позволили проанализировать поведение рор\ xopt при изменениях параметро~

Qi, Ri/' P1j. Например, при увеличении значений Рц (Qi=Rlj= 1) наблюдается пере­

мещение Bel{TOpa оптимального решения x
opt в сторону увеличен.ия значений компо­

нентов (В частности, при Рц=3 xopt =(2, 2, 3, 3, 3, 3, 3), p opt=86,D). ·Одновременно
наблюдается и увеличение времени поиска оптимадьного решения - 4....10 с при

Рц>2 (при тех же значениях параметровт=N 1 =7). Максимальная по слож·ности

задача, решаемая с помощью программы АОДИМ, характеризовалась парамет­

рами nt=15, N,=50 (i=l, ..., т).
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Точное решение задачи дискретного ква,цратичного программирования с целевой

функцией

5

F(Xl' ..., x~ = ~ x~,
- 1=1

С начальной точкой поиска XI, ••• , xs=O и областыо допустимости XI~ 1 (i= 1•... , 5)
получено за 0,4 с на ЭВМ CM-1420. ~

PROGRAM TSMEAN
DOUBLE PRECISION XRAN
COMMON /FIKSN/NFKR,NFY,IPRF,IRAZR,NNMAX
COMMON /OKRGEN/INAXOK,IMINOK,IOSTOK,IKMOK
COMMON /OUTOPT/IOUTST
COMMON /OTLOPT/IPECH,IOTL
INTEGER ха (5·) , XS ( 5 )
DIMENSION IX( 5) , IZ( 5) , IZOP("5) , IXMAXT( 5), IXMOR(5) , IXMO(5) ,

• IRX( 5) , FOPT-( 5) , DFI (5), DFXI (5) , IX3 (5)

COMMON /BRAN/ XRAN
DATA ХО/З,З,5,1,-2/

ХRАN·О~1ЗООООООООО1D+12

IOUTST-O
NFY-O
N-5
IRМIIIЗ

ISI-1
KO'r·O
IPECHII:I1
IOTL-O
NNMAX-1
IPRF-1
NJUMp·1
181-1
IRM-1
IRAZR-O
IPR1-IPRF
IPR2-0
IРRЗ-1

IPR4-0
FOP-O
NFY-O
NFKR-Q
CALL AODIM(N,IRM,IBI,XO,XS,IXMAXT, IXMOR,IXMO, IZ,IZОР,IХ,IХЗ,

* NJUMP,IPR1,IPR2,IPR3,IPR4,FOP)
9900 втор

END
SUBROUTINE AODIM(N,IRM,IRMB,XO,XS,IXMAXT,IXMOR,IXMO,

* . IZ, IZOP, IХ, IX3 ,NJUMP, IPR1 , IPR2, IРRЭ , IPR4,FOP)
COMMON /ZNMAX/ FOPT,SMAXT,SMAXO
COMMON /OKRGEN/IMAXOK,IMINOK,IOSTOK,IKMOK.
COMMON /FIKSN/NFKR,NFY,IPRF,IRAZR,NNMAX
COMMON /OUTOPT/IOUTST
INTEGER XO(N),XS(N),IX3(N)
DIMENSION IX(N),IZ(N),IXMAXT(N),IXMOR(N),IXMO(N),IZOP(N)
ND-2**N
NPP-10

50 CALL COIMA1(XO,N,IXMAXT)
NP-1
IF(IPR1.EQ~O) NP-NPP
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212

500

40

б

16

20

зо

31

32

эз

2(jOO

CALL SRED (NP, N ,.ХО, KIN ,.ВМО)

~F(kIN.NE•.O)R~TURN
ВМАХ1'-ВМО*2

NTO·O
FOP-SMO
FOPT-FOP
S"AXT-VOP .
CALL COIMA1(XO,N,IXMAXT)
SMAXO..rOp

CALL IAT(IZ,N,1)
IREZ·O
IRO.. O
Ia~O.

I,(IРRЗ.ЕQ.О)GО ТО 40
IR-N-1
IF(IRM.LT.N)IRM~N

IR~IR+1 .-
IF(IR.GT.IRM) GO то 30

NT-~D . . .
CALL sм.ЕАN(N., нр, ха, XS, IZ, IX, IR.,.ixMAXT ,. IXMO, SUN, КОТ,

* '. IPR1,IPR2,IPR3,IPR4,IREZ)
IF(IOUTST.EQ.1JRETURN
It(KOT.EQ.1)GO ТО 1~

!F·( SUN .GE ~ В"О ) GO .ТО 1.6.
НТ.О-НТ ..
SMO-SUN .
SMAXOR-SMAXO
SMAXO-FOP
IRO-IR
CALL COIMA1(IXMO,N,IXMOR)
CALL COIMA1 (IZ.,N, IZOP)
CONTINUE
NT-NT-1
IF(NT.EQ.O)GO то- 20
CALL CHEINO(N,N,IZAZV,IZ)
GO то б

NT-ND
CJ.'LL 1АТ <:tz ,N, 1)
GO то 40
CONTINUE
·It(NTO~NE~O)GO ТО 2000
It(SMAXT.GE.FOP) GO то 32
SMO-FOP
IPR-O
CALL JUMPT(N,NP,XO,IZ, IXMAXT,NJUMP, IRMB,IPR,

* XS, IX, IXMOR, IXMO, IX3 I I'ZOP, ВМО,NOP)
XF(IOUTST.EQ.1)RETURN
IF(NGP.NE.O)GO то ЗЗ

IRKOOR-1
SMO-FOP .
C~LL BLOKRS(N,-NP, ХНМ,ХО,хв, IX;IZ, IXMAXT, ВМО,КОТ,

• .lРR1,iРR2,lРRЗ)
IF(IOUTST.EQ.1)RETURN
IF(SMO~GE.FOP)RETU~N

GO ТО· 31
CALL COIMA1(IZOP,N,XO)
CALL IAT(IZ,N,1)
GOTO 500
CONTINUE
CALL COIMA1(IZOP,N,IZ)
IF(IRO.LT.IRM) GO'TO 205
SMO-FOP
IPR-1



CALL JUMPT ( N, NP , Ха ,I'Z, I'XMAXT;~NjUMP~ IRMB, IPR,
• # ХВ, IX, IX~OR, IXMQ, IхЭ,I~ОР, SMO".NOP)

IF ( IOUTST. Еа. 1 ) RETURN ....
IF(NOP~Eg.O)GO ТО 205

CALL COIMA1(IZOP,N,XO)
GOTO 500

.205 CALL IAT( IX, N, О)
I{C(N)-IRO
S~AXO~FOP**2

IREZ-1
CALL SMEAN (N, NP ,.ХО, XS, IZ, IX, IR, IXMAXT, IXMO,

* SUN,КОТ,IРR1,IРR2,IРRЗ,IРR4,IRЕZ) .
IF(IOUTST.EQ.1)RETURN
IF('KOT.EQ·.1.)GO ТО 208
CALL COIMA1 (IXMO,.N, IXMAXT)
IF(SMAXO.LT.FOP)GOTO 2Ь8

IRKOOR-1
SMO-FOP
CALL BLOKRS(N,NP,IRM,XO,XS,IX,IZ,IXMAXT,SMO,

* kОТfIРR1,IРR2~IРRЗ)
IF(IOdTST.EQ.1)RETURN
IF(SMO.GE.FOP)RETURN

208 SMOI:IFOP
IPR='O
CALL JUMPT(N,NP,XO,IZ,IXMAXT,NJUMP,IRMB,IPR,

* хs,IХ,IХМОR,IХМО,IХЗ,IZОР,SМО,NОР)

IF(IOUTST.EQ.1)RETURN
CALL COIMA1 (IZOP.,N,XQ)
GO ТО 5'00
RETURN
END
SUBRoUtINE COIMA1(XO,N,X1)
INTEGER XO(N),X1(N)
DO 1 I-1,N
X1(I)-XO(I)
RETURN
END
SUBROUTINE JUMPT (N, NP, ХО, IZ, IXMAXT ,.NJUMP, IRMB, IPR,

* ХS,IХ,IХ1,IХ2,IХЗ,IZОР,sмо,NОР)

INTEGER XS(N),XO(N)
DIMENSION.IXMAXT(N),IZ(~),IZOP1N)·,rX{N),

* IХ1(N),tХ2(N),IХЗ{N).

NS-O
NOPaO
:NKIN-O
NEY'Dz:Q

·1 00 NS-NS+1
IF(NKIN.EQ.NJUMP)RETURN
IF(NEYD.EQ.NJUMP)RETURN

DO 1 1-1,N
~IF (IPR.EQ. О) XS( 1 )-ХО( 1) +NS* (IXMAXT( I) -ХО( 1»
IF(IPR.EQ.1)XS{Ita XO(I)+NS*IZ(I)

CQNTINUE
CALL SRED(NP,N~XS,KIN,SMOS)
IF(KIN.EQ.O)GO ТО 2
IF(IRMB.LE.O)GO ТО 20
SMOS-SMO
CALL ВLОКRS(N,NР,IRМВ,ХS,IХ1,IХ2,IХЗ;IХ,SМОS,

* КОТ,О,0,1)

IF(KOT.EQ.O)GO ТО 2
20 NKIN-NKIN+1

GO ТО 100



2 IF{SMOS.LT.S~O)GO ТО 4
IF{IRMB.LE.O)GOTO 3
IF(KIN.NE.O)GO ТО 3

KIN-1
SMOS-SMO

CALL BLciKRS(N,NP~IRMB,XS,IX1,IX2,IX3~IX,SMOS,
*. КОТ, О , О , 1 )0

IF(KOT.NE.O)GO ТО 3
GO .тО 2

3 NEYD~NEYD+1

GO ТО 100
4 S"MO-SMQS

IF(KIN.EQ~O)CALL COIMA1(XS,N,IZOP)
IF(KIN.EQ.1)CALL COIMA1(IX,N,IZOP)
NOP-NOP+1
NKIN-O
NEYD-O
GO ТО 100
RETURN
END
SUBROUTINE IAT(IT,N,IA)
DIMENSION IT(N)
DO 1 I-1,N
IT(I)-IA
RETURN
END
SUBROUTINE SRED(NP,N,XS,KIN,SMO).
INTEGER XS(N)
SMO-O
DO 1 I-1,NP
CALL FOPTVB(N,XS,FO,KIN)
IF(KIN.EQ.1)RETURN
SMO-SMO+FO
:?MO-SMO/NP
RETURN
END.
SUBROUTINE SMEAN(N,NP,XO,XS,IZ,IX,IR,IXMAXT,IXMO,

* SU,КОТ,IРR1,IРR2,IРRЗ,IРR4,IRЕZ)

INTEGER XO(N) ,.XS(N)
DIMENSION IX(N), iZ(N-), IXMAX1'(N) ,IXMO(N)
COMMON /ZNMAX/ FOP,SMAXT,SMAXO
COMMON /OKRGEN/IMAXOK,IMINOK,IOSTOK,IKMOK

IZAV-Q
IMINOK-O
I-F(IРRЗ.ЕQ.1)IМINОК.1

CALt IAT(IX,N,IMINOK)
IMAXOK-IR
IOSTOK-IR
IF(IРRЗ.NЕ.1)GО ТО 11
IF(IR.f.T.N)IR=N
IOSTOKzIR-N
IMAXOK-1+IOSTOK

11 IX(N)-IX(N}+IOSTOK
KZ-O
кат-о

su-o.
NRAZ-N
SMAXOI:rFOP*2.0
J-O

5 JsaJ+1
IF(·IZAV~NE.O)GO ТО 3
IF(J.NE.1)CALL ОКRS(NRАZ,N,IМINОК,IМАХОК,IR,IРRЗ,IХ,IZАV)
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IF(IR.EQ.N)IZAV-1
DO 4 I-1,N

·4 XS ( 1 ) с ХО ( 1 ) +1Х ( 1") *1Z ( 1 ) "
I~(IREZ.EQ.O)CALL FOPTVB(N,XS,FS~~I~)

IF(IREZ.EQ.1)CALL SRED(NPIN,ks,~tN:FS)
IF(KIN~EQ.O) GOTO 9 .
IF(IPR2.EQ.1)SU-SU+FOP**2
IF(IPR2.EQ.O)GO ТО 5
IF(IPR1.EQ.1.AND.IPR4.EQ.1)GO ТО 5
IF(IREZ.EQ.1)GOTO 5
KZ-KZ+1
GOTO 5

9 IF(IPR3.EQ.1.AND.:i:PR4.EQ.1)GOTO 10
IF(IREZ.EQ.1)GOTO 10
SUaSU+FS
KZ-KZ+1

10 IF(SMAXO.LE.FS)GO ТО 12
~ALL COIMA1(XS,N,IXMO)
SMAXOI:::FS

12 IF(IREZ.EQ.1)GOTO 5
IF(SMAXT.LE.FS)GOTO 5
CALL COIMA1(XS,N,IXMAXT)
SMAXT-FS
GO ТО 5

3 IF(KZ.GT.O) GOTO б

КОТ-1

SU-FOP**2
RETURN

б SU-SU/KZ
RETURN .
END
SUBROUTINE OKRS(NRAZ,N,IMINOK,IMAXOK,IR,IPR,IX,IZAV)
DIMENSION IX(NRAZ) .

1000 r-N+1
100 1-1-1

IF(.I .GT.1 )GO ТО 1 О

IZAV-2
RETURN

10 IF(IX(I).EQ.IMINOK)GO ТО 100
IX{I-1)-IX(I-1)+1
IX(I)-rХ(I)-1

IF(IX(I-1).NE.IMAXOK)GO то ~

IF«I-1).EQ.1)GO тЬ 1
IF( IPR.EQ. 2.)GO то 1000
RETURN
IZAV-1
IF(IPR.EQ.2)IZAV-2
RETURN

2 IF(I.EQ.N) RETURN
·IF(IX(I).EQ.IMINOK) RETURN

IX(N)-IX(I)
IX("I) -IMINOK

RETURN
END
SUBROUTINE BLOKRS(N,NP,IRM,XO,XS, IX,IZ, IXMAXT,SMO,

* КЬт, IPR1, IPR2, IРRЗ) .
INTEGER XO(NjrXS(~)
DIM~NSION IX(N), IZ(N"), IXMAXT(N»)·
COMMON /OTLOPT/ IPECH,IOTL
su-o
KOT~1

SREDF-O
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216

N'l'F-Q
SMOF-SMO
IRP-O
IF(IPR1.EQ.1:)IRP-IRM
IF(IРRЭ.NЕ.О)IRР-О

IPRS-IPR
I"RРИ-N-1

3000 IRP-IRP+1
IF(IRP.GT.IRPM)GO ТО 4
CALL BESTP{N,NP,IRP,XO,XS,IX,IXMAXT,SMOS,SUM,

• KTF,KIN,IPROP)"
IF(KIN.EQ.1)GO ТО 3000
КОТ-й "

IF(SMOS.GE.SMO)GO ТО 3000
SMO-SMOS
REТURN

4 IPR-IPRS
400d lPR-IРR+1

IF(IRP.GT.IRPM)GOTO 500
CALL IAT{IX,N,O)
N1-N-IRP+1
DO 1 I-N1,N
IX(I)~1

IZAV·O
з-о

2000 J-з+1 :
IF(IZAV.EQ.1)GO ТО 4000
I~(J.NE.1)CALL·GENPL(N~IRP,IX,IZAV)
CALL IAT(IZ,N,1)
IZAVC-O
J(-O

1000 К-К+1 .
IF(X.NE.1)CALL CHEINO(N,IRP,IZAVC,IZ)
IF(IZAVC.EQ.1) GOTO 2000
JR-1

DO 2 JK-1,N
XS(J-K) -ХО(ЗК)
IF{I,(JK)~NE.1JGOТО ~

XS(JK)-XS(JK)+IZ(JR)*IX(JK)
за-за+1

2 dONTINUE "
CALL SRED(NP,N,XS,KIN,SMOS)
IF(KIN.EQ.1) GO ТО 1000
кот-о .
IF(SМОS.GЕ.SИО) GO то 10QO

SMO-SMOS
CALL"COIMA1(XS,N,IXMAXT)

RETURN "
500 RETURN

END
SUBROUTINE GENPL(N, IR,"IX, IZAV)
DIMENSION IX(N)
IZAV-O
IОВТ-О
IgN+1

100 1-1..1"
XF(I~GT.1)GO то
IZAV-2
RETURN
IF(IX(I).~Q.O)GO ТО 2



IOSTIIIIOST+1
IX(I)-O

IF(IOST.EQ.O)GO ТО 100
2 lF( IX( 1-1 ) .ЕО.1 .OR. IOST •.EQ~ O)GO то 100

IX(I-1)-1
IOSTaIOST-1

IF(IOST~GT.O)GO то 3
IF( (1-1 ) .ЕО. IR) IZAV-1 .
RETURN

3 N1-N+1
DO 4 J-1,IOST

4 IX(N1-J)-1
RETURN
END
SUBROUTINE BESTP(N,NP,IRKOOR,XO,XS, IX, IXMO,

* SMO ,.Ba~ , KTF , КОТ, IPROP )
INTEGER XO(N),XS(N)
DIMENSION IX(N),IXMO(N)
SREaSMO
SUИ-О

KTFaO
IPROPClO
КОТ-1

DO 3 К-1,2

KJ-1-2*(K-1)
3·0

5 .1-J+1
IF(J~GT.N) GO ТО 3

DO 4 I-1,N
хв (1) =ХО( 1) -
IF( 1 .EQ.J )ХВ (1) -хо-( 1-) +KJ*IRKOOR

4 CONTINUE
CALL B~ED(NP,N,XS~KIN,SMOS)

IF(KIN.EQ.O) GOTO 5
KOT:zQ
SUИ-SUМ+SМОS

KTF-KTF+1
IF(SMOS.GE.SMO) GOTO 5
SMO·SMOS
CALL COIMA1(XS,N,IXMO)
1раор= 1
GO ТО 5

3 CONTINUE
IF(KOT.EQ.1)RETURN
SRE-SUM/KTF
RETURN
END
SUBROUTINE CHEINO{NM,N,IZAV,IZ)
DIMENSION IZ(NM)
IZAV-Q
NSUM';O
.1=0
DO 6 K-NM,1,-1

IF(IZ(K)".EQ.O)GO ТО б

IF(J.EQ.1}GO ТО 5
lF(IZ(K) .EQ.-1 )GO ТО 4

IZ(K)--1
З-1

GO ТО 5
4 IZ(K)a1
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5 IF ( IZ(K) •EQ. 1 )-NSUM-NSUM+1
б CONTINUE

IF(NSUM.EQ.N)IZAV-1
RETURN
END
SUBROUTINE FOPTVB(N,X,FO,KIN)
INTEGER X(N)
COMMON /FIKSN/NFKR,NFY,IPRF,IRAZR,NNMAX
NFY-NFY+1
KIN-O
FS-O
FO-O
DO 1 I-1,N
F-X(I)*X(I)
FO-FO+F
IF(IPRF.EQ.~)GO ТО 1
CALL URAN("FS)
FS-FS*2-1
FO-FO+FS
CONTINUE
RETURN
END \
SUBROUTINE~RAN(FS)

DOUBLE PRECISION XRAN,DM
COMMON /BRAN} XRAN
DМаО.1З74З895З472D+12

КRАN-ХRАN*З125.

XRAN-XRAN-IDINT (XRAN/DM) *DM
~S-XRAN/DM

RETURN
END

7.6. Вычисление статистической. оценки экстремальных значений

критерия

В инженерной практике автоматизированного выбора наилучших проектны.х

решений все. более широкое распространение находят методы многокритериальной

оптимизации. При этом большинство применяемых при практических расчетах

методов ·носит эвристический характер. Более того, при интенсивно развивающемся

и популярном ныне интерактивном подходе к построению методов оптимизации,

главным действующим лицом в диалоге с ЭВМ является лицо, принимающее ·ре­

шение (ЛПР). ЛПРответственно за выход в область оптимальных решений, а ЭВМ

играет роль инструмента для автоматического представления информации о путях

выхода в эту область.

С точки з.рения р~ализации поисковых методов оптимизации практически важ­

ным -представляется построение методов оценки экстремальных значений векторного

критерия эффективности F(.), заданного на некотором подмножестве ~-MepHOГO

евклидова пространства R
т

. Информация об экстремальных значениях крит~рия

может быть весьма эффективно использована при фор·мировании тестов на оnти­

MaJJbHocTb алгоритмов,построенныхс помощью приближенных методов, а также в

процессе. работы самого алгоритма в качестве критерия оконча·ния поиска, для

обучения в ходе поиска, выделения перспективных З0Н в пространстве аргумен­

тов И т. д.

Конкретизируем задачу. Пусть D - некоторое непустое подмножество целочис­

ленной решетки i m евклидова пространства Rm
• F(x) = (Р. (Х), ..., Fk(x»)T - кр'итерий-
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функция цели, каждый компонент которой >келательно минимизировать. Будем

считать

F (х) ~ Р{у), если Р, (х) ~ F i (у);

F (х) = F (у), если Р; (х) = Р; (у);

F (х) < F (у), если F i (х) ~ F, (у),

и существует j такое, что Fj(x)<Fj(y) (j, i= 1, ..., k).
Обозначим через П Х МНО}l{ество Парето в пространстве аргументов:

пх={х:хвD, ауво:р(у)<Р(х)},

через ПF - множество Парето в пространстве значений Р(х):

Аналогично вводится и множество недоминируемости критериев.. MHO}l{eCTBO

недоминируемости в пространстве аргументов определяется соотношением

N x = (х: ХЕ!О: 8ув О: Р(у) < Р(х)},

в пространстве значений Р(х)

NF = {Р: Р.= F (х), x"E!Nx}'

в случае скалярной функции F алгоритм основывается на факте возмо}кности

аппроксимации функции распределения группового (случайного) минимума F неко­

торым предельным распределением Ф(у; в, 0', 1]), зависящим от параметров В, о, 11:

Ф (у;е,а,1]) = { 1 - ехр{ -:-( У:- 8~ ТJ} при у ~ в, (7.39)

О при у < 8.

Здесь - 00 <в< 00, 0>0, 11>0 - параметры минимума, масштаба и" формы рас­

пределения Ф(у; .8, (1, Т). Само распределение Ф(у; в, 0', 11) в теории вероятностей

называют третьим предельным распределением или законом ВеЙбулла-Гнеденко.

Распределение Ф(у; в, й, Т) [79] достаточно хорошо аппроксимирует функцию рас­

пределения минимумов реализаций случайных величин, удовлетворяющих требо­

ванию ограниченноети слева с вероятностью 1: Параметр е и дает искомое значе­

ниеmiп Р(х).

ХЕО

Рассмотрим n выборок, каждая 113 которых размером в N членов, взятых из ге·

неральной совокупности (Р(6)}, где ~ - случайная величина, распределенная на D по

некоторому закону (ПРИQТСУТСТВИИ априорной. информации МО>КНО считать 6 рас­

пределенной равновероятно на О). Пусть Fr - случайный минимум F в i·Й группе

(i= 1, ..., n). Так KaI{ в большинстве праl<тическихзадач мощность (Т. е. количество

элементов) мно>кества D достаточно велика, то с вероятностью, БЛИ3I{ОЙ к 1, мо>кно

принять гипотезу о ,независимости величин F'f, ..., Р:.
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Теперь задача определения параметра в=rniп F(x) решается с помоЩЬю' ста:.':
XED

тистических MeTOДO~ оцеНI<И пцраметров распределения (7:39) по выборке pr, ..., F:.
Для вычисления оценок векторного параметра е = (8, 0", 11) используются следующие

меТОДрI: метод MOMeH~OB, ~eTOД ма~СИМ'ального правдоподобия и метод баЙесо.в~ких

оценок.

Метод A'OAfeItT08 основан на tJычислении первых трех выборочных момеНТОЕ}

Ппп

JLI = .!.. ~ р;. 112 = ~ ~ F?,l1з = -l ~ р;з.n . n n
1=1 1=1 1=1

Если теперь через ai(e, а, ..,) (i= 1, 2, 3) обо~н.ачим сОответс~вуюЩи.е м~меНl'ЬJ.р.аспр~~о
деления:

хidф (х,8,0",11), i = 1, 2, 3,

то. оценку '6n'= (Вn. "О-n, ~n) вектора парsметров 8= (8, а,' '11)~ 'Rаходиом :как решОоени~

системы урав":ений I1t=a,(en, О-n, ~n) (i= 1, 2, 3), которая, в свою очередь, преобра­

зуется в следующую систему:

~,,= Ь.( 'rl/~ (112 - J1~ 1/2, _

ВN = 111 +[ А (~~ .- В( ~~] (112 - JL~ 1/2,

-fВr = [г (1 + ~) - 3Г (1 +~)г (1 + +-) + 2ГЗ (1; ++-)] ВЗ(~~,
11n . Т111 . 'rln 11,1

. (7.40)

~3/2

.где ~=(J1з-3J.t1J12+ 4J1~) (112- J1i) - выборочная асимметрия;

r (х) = ~ yX-l ехр (- у) dy (х > О) - гам~а-функция;
о

А (х) =[ 1 - г( 1+ Э] в (х);

-1"/2

В (х) =[ г( 1 + ~1 - Г2( 1 + Э]

Оценки, полученные с помощью.: метода моментов, состоятельны, ~OTH и не

имеют наименьшую из всех возможных дисперсию. Так как функции' а/ (В, 0", 1)

(i= 1, 2, З)- непрерывно зависят от своих аргументов, то с практической точк'и зрения

для достижения требуемой точности при оц~нивании по методу моментов· доста-

точное число членов в выборке ру: J ••• , р: ·определяется устtlновJiением величины о
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J.ti(e., (1., n) в стационаРflые значения. В Э1.'омслучае, используя HepaB~HCTBa Чебы­

шева, получаем:

(7.41)

(7.42)

где РОо {.) - вероятностная мера, соответствующая 60 - «истинному» з.начениЮ ца-:

раметра 6. Таким образом, верхняя граница требуемого количества наблюденйй

определяется как

где [.] - символ операци~ взятия целой части; 61 - заданный уровень значимости

вероятности события (J1J - aj(8o) I> б}.

Метод ltfаКСUJ,fальн,ого nравдоnодобuя приводит к решению уравнения

где ё -,- замыкание множестnа изменения., параметров; Уn(8) - функция правдо-

11

подобия: УII(О)= П '(P~8);
i=1 .

'(х,8) == {f(x.s.a.l1) =.;( Х:-В1 ~-I ехр {_( Х-:;81 ~} при x·~ в,
Qпри х < 8 •.

Так как Уn(8) - гладкая функция',п@ 8,' ОnЕЕ>, то еn есть также и решение относи­
тельно е систе~ы уравн~ний правдоподоби~

д
1;" In Уn (8,а,1]) = О;

д
дU (п Уа (8,а,1'» = О;

д
~In Yn(e,a,ll) = о

или, раскрывая смысл У,& (8), системы уравнений

±(Р; ~ .8 )~ Iп 11 + 2n Iпа ~ !!:.- = О'
а 1] ,

;=1
11

~ 11(Р; - 8) ~ a-~-! -( 2n11
а+ nj = О; (7.43)

1=1±[~(.P;-8)~-I ....+].::;::0.
а. а F. - 8

;=1 .1 .

Для решения ·системы (7.43) можно использовать «акой-нибудь стандартный

метод ·н.ах.ождения корней нелинейной системы. ура,внениЙ. Если ·система (7.43)'
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имеет несколько решений, то в качестве оцеНI<И для 8 MO}J{HO взять любое из них,

максимизирующее Уа (8).
Оценки ·максимального п.равдоподобия состоятельны при самых общих пред­

положениях [82], а их сходимость носит экспоненциальный характер:

L

РОо{11~п-еоllз>'\'} ~ ~ ехр{ -cin} J

. i=1

где 11·11 - символ еВI{~ИДОВОЙ метрики в пространстве ЦЗ, а величины Cl>O (i= 1,...,L)
вычисляются заранее для определения требуемого числа наблюдений.

Метод обобщенных байеСО8СКUХ (относительно }<вадратичной функции потерь)

оценок требует вычисления обобщенuого апостериорного среднего для параметра в:

~eiЦ "и;, 6) w (6) d6
л е
8/1 = ----------

( ");.ц I '( F;, 8) w (8) d8
е

ьо bТJ Ь е

~ da ~ dn ~ е iЦ J< F;; B,a,тj) w (в,а,т\) de

йО ЙТJ ав

Ьа Ь1) Ь.. '

~ da ~ dТJ ~ ifl /и;; B,a,ТJ) .w (B.a.ТJ) de

аа Й1} йе

где [ае, Ь..]Х[ао, ba]X[~, bтt]=8; w(O) - обобщенная априорная плотность рас­

пределения 8;т. е. функция ш(8) непрерывна, положительна и удовлетворяет усло­

вию ~w(8)dO<oo.
8
При решении конкретных задач чаще всего нет достоверной информации об

априорном распределении параметров 8 J 0', 1]. В этом случае оправдано использо­

вание обобщеНJiЫХ байесовских оценок w(B) = 1 (ВЕе). Обобщенные байеСОВСl<ие

оценки асимптотически эффективны, состоятельны [82] и удобны при практиче­

ском применении, так как оценивание параметра 8 не требует предварительной

оцеНI{И параметров cr и 1]. (Скорость сходимости к истинным значениям дается в ра-

боте [83].) .
После вычисления оценки по одному из методов следует проверить гипотезу

о принадлежности выборки Ft, '.'J Р: трехпараметрическомусемейству с помощью

критерия соответствия Пирсона. Корректное применение этого критерия требует

употребления асимптотически эффективных оценок параметров 8 J а, 11, например

оценок максимального правдоподобия.(Алгоритм и программа процедуры проверl<И

гипотезы соответствия с помощью критерия Пирсона приведены в [83].)
Алгоритмы статистической оценки экстремальных значений целевой функции

следующий:

1. Задаем значения n J N.
2. Многократная (В nN членов) групповая случайная выборка из МНО}l<:е­

ства О: ~I, ... , ~IIN· Вычисление F(~I), ..., F(SIlN)'
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3. Вычисление групповых минимумов Ft, ... , F:.
4. Оценивание параметров третьего предельного распределения (Вейбулла­

ГH~дeH~O) по выб~рке Ff, ... , F: одним из методов: моментов максимаЛQнqГ9 пр~вдо­
подобия, обобщенных байесовских оцеНОI{.

5. Проверка гипотезы принадлежности функции распределения элементов вы­

борки,сгенерированной в п. 3, трехпараметрическому с~м~йству третьего предеJlЬ­

ного распределения с помощью кр·итеРия П~рсона. Если гипотеза с заданным

уровнем значимости отвергается, увеличение n и N и переход к п. 2. Если гипотеза

приним·аетсЯ,оценкавnобъясняется оценкой min Р(х.) .
xED

:Построим алгоритм оценки множества ПаретоПF. В основу предлагаемого

алгоритма 'положены операция свертывания векторного критерия Р(.) в семейство

скалярных для получения паретовских решений и применения методов статистики

экстремальныхзначений для оценки экстремума очередной сформированной свертки

исходного векторного критерия. Наиболее часто в практических расчетах исполь­

зуются следующие формы сверток:

k

S (х) = ~ cxIF1(x), СХ, ~ О, i = 1, ... , k;
1=1

S(X)=Fj(x), ie{l •... ,k).

F,(x) ~ С,. i =1= j; i = 1, ... , k.

k

~ (J,i= 1.
i=1

При этом осуществляется преобразование многомерного пространства значений

функции дели Р{.), в общем случае нелинейный образ L[F(.)]. Минимизируя (ска­

лярную) функци:юS (х) при различных значениях параметров а,; '(или С;). ·можно полу­
чить все требуемые точки границы Парето.

Алгоритм· вычисления минимума скалярного значения свертки состоит из про­

цедуры групповой случайной выборки из МНО}l{ества D и статистической .оценки по

последовательности минимумов свертки S (х) в каждой группе minS (х) абсолютного

значения минимума свертки· S (х). хеО

Основными требованиями, ~редъявляеМьtми к семейству сверток, являются

требования неизбыточности и достаточности, состоящие в том, что операция свер­

тывания не приводит ни к потере оптимальных, ни к появлению лишних решений.

Из семейства сверток, которые УДОВJ1етворяют этим требованиям, выбрано линейное

семейство

k

S(F;a., ... ,ak;x)= ~·aIF,(x), i= I, ...,k,
i=1

k

~ a l = 1, (J,1~O, i= 1, ... ,k.
1=1

Задачу оценивания конечной аппроксимирующей сети множества П F сведем к
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совокупности N задач статистической оцеНI<И величин minS (Р; а.l, .... , q,k, х) для всех
xeD -.

возможных наборов чисел а{, ..., aL (j = 1, ..., N), удовлетворяющих соотношениям

al~ О, i = 1, ... ,k; j = 1, ..., N;

tI

~ а,1 = 1, j = 1, ... , lV;
i=1

Информациюо необходимомуровне приращенийА; (i-= 1, ... , k), обеспечивающем
заданную точность аппроксимации S(П F) - линейного образа мно}кества;Парет~

-'Пр, дает следующая ·теорема.

Теорема 7.4. Пусть существуют и конечны величи.ны

Ci = maxIF;(x)1, i = l, ... ,k.
ХЕ! D

Тогда разни-!J.3 меЖ!tУ последовательными точками линейного образа

8(Пр) :.8/= minS(P; а{, ... , a~; х),
. xE!D

S _. S(p· i+1 i+ 1 ). 1+1 - mlП ,а1 , ... , ak " х

х(!О .

n n

оценивается соотношениями 18/-8i + 11~RXQ, где R=~ А1; G=~ еР.
;=1 .i=1

.Доказательств,о. Пус:гъ

n

Р(х) = ~ (J"Pi(X), ei = maxIP;(x)l.
i=1 хвD

Соседний Функционаo!I Р(х) определяется соотношением

n

F (х) = ~ ( а, + A~ F,.(x).
;=1 .

Используя неравенство Коши-Буняковского, имеем

n n

P(x)~ ~ а,Р,(х) + ~ AiFi(X)~

~ i~1 ajF::)I+ [I~I A~T(~Ip~(x)] ~
~ I~I ajF,(x) + [~I A~] [~I C~].
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Вычислив минимум от обеих частей полученного неравенства, получим:

Таким.~браЗ0М доказано неравенство

3J+ 1 - S/~ [ ~ A~] [. ~ C~].
[=1· t=1

Аналогично из равенства

(7.44)

1& 1& 11

Р(х) - ~ 8;F;(x) = ~ «(X,i+ 8~ Рс(х) - ~AIP;(x) = ~ а;Р;(х) = F(~)
;=1 ;.=1 i=1 ;=1

получим

.или, переходя к вычислению минимума от обеих частей неравенства,

min { ~.( (Х,; + A~ Р/(Х)} +.[ ~ A~] [ ~ C~] ~ min { ~ (Х,/Р/(Х)} ,
ХЕ!О i=1 ;=1 1=1 х6О i=l

т. е. неравенство

которое вместе с (7.44) и дает окончательный результат

(7.45)

(7.46)

Таким образом, при заданном уровне точности бз= 18/+1-8/1 поро>кдения

последовательност~S/ (j= 1, ... , N) полу,:,аем следующую оценку частоты кванто­

вания R:
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Qткуда

Оценим линейныIй образ границы� Парето S (Пр) с помощью свертки S (Р; 'а2, ••• , (Lk;

Х) =;;р, (х) при наличиисовокупностиограниченийР;(х) ~CI (i=2, ... t k). В этом <;,1Iучае

процедура оценивания конечной сети множестеа S(Пр) состоит "3 двух OCH.OBHbJ~

этапов:

1. Оценка тах Р,(х) , min Fi(X) (i::;:::: 2, ,.. , k) с помощью алгоритма статис"ической
ХЕ=О ХЕО

оценки скалярного критерия, что П9зволяет в дальнейшем задавать правые части

ограничений Fi(X)~Ci JJИШЬ в пределах отрезков [min Fi(x), т.ах Р; (Х)] (i.~2, ..., k) ..
Разумеется, при этом Д9JIЩНО действовать УСЛО8ие абсолютной ограН.lfченности

фун~ций F.{x,) (i::;::2, ... , k).
2. Приняв достаТОЧНQ малый уровень приращенийАi (i=2, ... , k). задачу оце­

ниванин коцечной сети MHO~l{eCTBa S(П F) сведем к совокупности N (N~M2X.,.XMk)

задач статистической оценки величин .

где

М;= [{тахР,(х) - min F,(X)}/d,] + t, ё= 2•...• k~
.. "во хво

Объединение СОQтцошений позволяет определить необходимый объем вычисле­

ний для оценивания MHO}l{eCTBa П(lрето П F с -помощью методов статистик.И экстре-

мальных· значений.

ПРОГРАММА ОРТ!

Назн.аче.нце: вычисление оценки минимального значения фУНКЦИJl min F(x).
ХЕО

Область J{зменения допустимыхзнач~ний параметров представляет собой декартово

произведение (1, ...• [.)Т® ... ® (1, ...• [тУ, где 1; - предел и3~еНеНия i,.ro (i= 1•... , т)
параметра.

ПараА!етры;

FM - M;ДCC~B верхних пределов изменения оптимизируемых переменных (аргумеНТОЕ

функции F), описывается с атрибутами BINARY FIXED;
К - размер массива FM;
М - число' групп в случайной ВРlбор~е;

F·.:....- процедура-функция. вычисляющая значения критериальной функции;

EST - минимальное значение критериальной функции.
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Атрибуты параметров К, М, N, EST определяются по умолчанию.

Обращение: CALL ОРТ! (FM, К, М, N, EST, F);
Внутренние процедуры:

BISEK - нахождение корней нелинейной функции методом деления отрезка

пополам;

FI ~ процедура-функция вычисления правой част~ уравнения (7.40);
GA - вычисления значений гамма-функции

~
l~ 1 1 1 1 1logr(x) x-~ logx+-log2n-x+----+----.-
2 2 12х 360хЗ 1260хБ 1680х7

(разло)({ение ЭЙлера-Маклорена). Это представление достаточно точно аппрокси­

мирует значение Г(х) при х> 18. При x~ 18 по этой формуле производится вычис­

ление log Г(у); где У=Il+Х - наименьшее значение, такое, что у> 18. Наличие

поправки 1l(n - целое) компенсируется с помощью n-кратного применения формулы

Г(х+ 1) = ХГ(х).

Входные и выходные параметры процедур BISEI(, FI и GA задаются автома­

тически в самой программе OPTI. Кроме того, в программе OPTI используется про­

цедура-генератор независимой выборки из равномерного распределения на отрезке

[O,I]-RANDU. В качестве генератора RANDU мо>кно использовать стандартный

генератор, входящий в состав математического обеспечения Ее ЭВМ, или генераторы,

аписа нные в § 5.2, 5.3.
ОСНО8ные эта/~Ы работы:

1.. Организация случайной групповой выборки из множества поиска. Вычис­

ление минимального члена в каждой группе. Накопление выборки групповых м»ни­

мумов функции цеLIlИ.

2. Нахождение первых трех центрированных выборочных моментов. Вычисление

выборочной асимметрии.

3. Вызов процедуры ОТЫСI<ания корней нелинейного уравнения BISEK и HaXO>l{­

денне оценки параметра EST с помощью решения уравнения (7.40).
4. Вычисление параметра EST - оценки минимального значения функции цели.

Пример. Решение задачи оценки с минимума функционала

Р(Х., Х2' x~ = Q,I[(xa- 50)2 +(Х2 ~ 50)2 +( хз - 50)1.
Исходные данные: К=3, N=M=200, FМ(I)=FМ(2)=FМ(З)=100.
Получена оценка EST= 1,2.10-2 за 5,5 с на ЭВМ EC-I050. Точность получен­

ного результата следует .признать вполне удовлетворит~льной, особенно если учесть,

что среднее значение функционала F(·) на рассматриваемой области его опреде­

ления Pcp~750. Таким образом, относительная (К величине Рср.) погрешность опре­

деления минимального значения F примерно 1,3· 10-3 %.
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OPTI: PROCEDUR~(FM,~,M,N,~~~,F)~

DECLARE FM(*) BINARY FIXED,
Р DEC, AS EXTER~AL, F ENTRY,
XRANDO FLОА~(5З)ВIN ~XT,

RANPU ENTRY RETURNS(DEC);
BEGIN;
DEC~ARE VI~(M),!~(K) BINARY FIXEDi

/* 1 */
РО 1-1 ТО М:

DO J~1 TON;
DO :(.=1 то К:

P:;:RANDU:
FR-(L)=f*FМ(L) ;
FR(L)~FR(L}+1;

END:
IF J-1 THEN
DO;
G1-~(FR); qo то M~11;

END;
G2:1E(FR) ;
IF G1 ) G2 T~EN G1-G2;

~ET1: ENDi
VI~( 1) =-G"1 ;
ENQi

/* 2 */
SR1=-O;
Ьо 1-1 то М;
SR1=-SR1+VIB(I}/M;
END;
SR2=0; SRЗсО;

DO Ia1 то М;

SR2-SR2+(VIB(I)-SRI)**2/M;
SRЗ·SRЗ+(VIВ(I)-SRI)**З/~;

END;
s 1GsSQRT ( SR2 ) .;
АS=SRЗ/SIG**'З;

/* 3 */
А=О.5; Ви 20;

ЕР=О.ОО1; EP1~O.001;

ZZ-O;
QALL BISEK(A,B,EP,EP1,ZZ);
IF ZZ=o THEN ZZ=2;

/* 4 */
Z1-1+2/ZZ: Z2-1+1/ZZ;
CALL-GA(Z1,GA1); CA~L GA(Z2,GA2);
BB=(GA1-GA2**2)**-O.5;
AA-(1-GA2)·BB;
~Sr=SR1+(АА-ВВ)*SIG:-

BIS~K: PROOEDURE(A,B;EPS,EPS1,X);
DECLARE AS EXTERNAL:
X=~: Y-F~(X): IF ABS(Y) (с EPS THEN GO то FIN;
Х=В; Z=FI(X); IF ABS(Y) <= EPS THEN GO ТО FIN;
IF SIGN(Y)~~IG~(Z)

THEN GO ТО FINi
МЕТ: Х-(А+В)/2;

Y=F!{X); IF ABS(Y) <= EPS THEN GO ТО FIN1;
IF SIGN(Y)=SIGN(Z)
THEN В=Х; ELS~ A~X;

iF ABS(A-B) )~ ~РЭ1
THEN GO ТО МЕТ;

FI: PROCEDURE(Y1);



DECLARE AS EXTE~NAL;

Р1-1+З/У1; Р2-1+2/У1;
РЗ а 1+1jУ1: '
CAtL GA(P1,Q1);
CALL GA(P2,Q2);
CALL G-A(ft3, QЭ) :
F2~(Q1-З*Q2*~З+2*QЗ**Э)j(Q2-Qа**2)·*1.5:
F2~F~-AS; .'
RETURN'( F2)':
END;

FIN: END ВIВЕК;

GA: PROCEDURE(X,G};
Та 1; ХХ-Х; ,-
ро W~ILE(X-18 <- а) ;
Т-Т*Х; Х-Х+1"";
-END;
G.ЕХР«Х-О.5)*LОG(Х)+О.5*~ОG(6.28З}-

LОG(Т)~Х+1/(12*Х)-1/(ЗБО*Х**З)+ .
1j(1260*X**S}-1/(1б80*Х*.7»;

Х-ХК;

END;
END ОРТI:

f': PQOG'(FR) i
DCL FR(*) FIXED BINARY;
~~(FR{1}-50)'*2+(FR(2)-50)**2j

Р-Р+(FR(З)-~О)**2:' '
Р1"Р*О ~ 1 : .
RETURN(P1):
END F;.

ТЕВТ: PROCEDURE OPTIONS(MAIN);
DECLARE
FМ(Э} BINARY FIXED,
F'ENTRY, .' ,
XRANDO FLQАТ(5З)ВIfl ЕХТ,

RANDU ENTRY RETURNS(DEC):
FИ-100;

ХаЗ;

N,И-200;

CALL OfTI(FM,K,M,N,EST,F);
РОТ SKIP DATA(EST);
END TEST;

7.7. Адаптивны�й выбор вариантов управления

При синтеsе оптимального управления процессами фУНI<циоцирdвания одной из

наиболее важных с праJ<тичеСI<ОЙ точки зреf{ИЯ является задача оптимального вы­

бора варианта. упрааления. В качестве возможных· вариантов управления могут

фигурироаать оч~редность выполнения целевых операций, режимы фУНI<цианирова­

НИЯ объекта и Т. Д., J<QTopbJe ца ~paKTJ{Ke иа»более часто встреч"аются в виде за­

данного конеЧНОГQ MHO>I<ecTaa. Задачи такого типа вп~отную примыкают к задачам

оптимизации параметрор систем и являются приложением ДИСJ<ретного программи­

рования в уnравлеJ-lИIi динамическими системами.

Пуст~ в дискретные MOMeHTpI времени t; (i = О, ..., k) осуществляется выбор од­

ного из здданных N возможных варн&нтов U(1), ..., u(N) управления работой дина-
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мичеСl{ОЙ системы с BeI{TOpOM состояния X(ti) (i = О, ... , k) ·(Вектор х(·) размерности'n,
вектор u(·) размерности т., n, 'm~ 1). Эволюция вектора состояния х(·) опреде-'

ляетсн оператором перехода (D:

(7.47)

где ~(ti) - [-мерный BeI<Top шумов, де~ствующий на систему; u(ti ) - вариант управ­

ления динамической системой, выбранной на момент t l •

На траекториях системы (7.47) задана некоторая (обычно СI<алярная) функция

потерь L[x(t,), u(lt;), ~(ti), i=O, ..., .k]. Задача выбора вариантов управления состоит

в определении вариантов управления u(ltl) (i = О, .•., k), обеспечивающих реUlение

задачи оптимизации

М{ L[ х( 11)' U(l,;) , ~(t;), i = О, ... , k]} -+

-+mах

на множестве допустимых значений

(7.48)

Данная постаНОВI{а задачи достаточно общая и ВКЛlочает раЗЛИЧН~lе частные

случаи ~адач· выбора оптимальных вариантов управления. Рассмотрим математи­

ческие модели адаптивного выбора вариантов управления динамической системой.

Пусть динамическая система описывается n-мерным .(n > О) вектором x(t, р),

где р-m-мерный (m>О) вектор параметров, ОПИСblвающих структуру, состав

и вариант фУНI<ционирования исследуемой системы. Процесс фУНI<ционирования про­

текает в интервале времени [/0, tK ] (возможно бесконечном); -00 <tO<tK~+00. На
траекториях динамическойсистемы x(t, р) (/0 ~f;;) ~ tK ) з.адан критерий эффеI{ТИПНОСТИ

системы К (р) (векторный, вообще говоря) размерности [ (1)0). Семейство

x(t, р). является MHorOMepH~IM ~лучайным процессом, заданным на Hel{OTOpOM веро­

ятностном пространстве (Q, Р, Р) с полным множеством событий {оо Е Q} (00 -элемен­
тарное событие), F -а-алгебра, а р.....-- вероятностная мера (вероятность), опр.еде­

ленная на множествах изF.

Булевой а-алгеброй подмножеств множества Q называется I<JIaCC А подмно­

жеств MHO}l<eCTBaQ, содержащий пустое множество и полное, замкнутый отно­

сительно операций счетного дополнения, объединения и пересечения. Пара (а, А)

называется измеримым пространством. Следует отметить, что ~сли обеспечена замк­

нутость относительно счетного дополнения, то требование замкнутости относи­

тельно счетного времени пересечения излишне. Чтобы класс А подмножеств множе­

ства Q был (J-аJIгеброй, достаточно, чтобы он содержал пустое множество и полное и

был замкнут относительно операций дополнения и объединения.

Определенный на отрезке [to, t~] с,лучайный процесс x(t, р) и возрастающая по­

следовательность а-алгебр {А/ t.e:[to,tK] } (А,[сА '2 при t. < t2, /1, t2E[to, tK]) назы­

ваются адаптированными,если при каждом tE[to, tK] процесс x(t, р) является А,-из­

меримым. При этом события из А являются предыдущими по отношению к моменту t.
Пусть (A t , te:[to, tK )} - возрастающее семейство а-подалгебр а-алгебры А.

Отобра)кение "t нулевого подмножества QT множества g в интервале [/0, tK], если

удовлетворяет условию ('t~t}.EA, при te[to, tK ] ,- момент остановки: Ka.>l<AoMY мо-
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MeHWy ОСТ.ановки СQпоста~lIяется (J-алгебра. ·ЦQДМИQжеств АтМIiQжества Q-r, удовдетво­

РПJОЩИ" УСJIОРИIQ. An{'t~t}~At· прр всех tE[to, fJ<).
соБы�ияя И3 Ат ЯВJJЯЮТСЯ предыдущими по PrнощеЦIfJO g '{, В ди<;кретQОМ по времен;и

случае 'процесса x(t, Р)Т (lJринимдет дищ,ь счетное или и:онечное мнощество значе­

!lИЙ) 1 есть момент остановки ОТЦОСИТ~JI~НО семейства {А,. t~ [to, tK]} .тогда. и только

.тогда, ~oгдa {'t=t}EA t при всех t. я~ляющихся ~начениями Т. Если 't - н~который

момент остаljОВКИ относительно семейства {A t• .t е;= [to, tK] J. то моментом остаnовди

будет и любое измеримое отобраЖ~JlиеS(1:): [to l tK ] ~[to. tK ]. удовлетворяющееУ~JlО"ИЮ

s(t)~ t для всех tq[to. tt<]. .
Бредем отнощение порядка в множество возможных момеНТО8. определенных

ОТНQсител~но фиксированного возрастающего семеЙст.ва (J,.аЛГ~бр {At }. а именно будем

говорцть, что Тl ~'r2 ("1 предществуетT~). если Q"f2 CQTP ~) (00) ~'t2(ОО) • если ~ggT2.

~ помощью отношеция порядка моментов определяется верхняя и нижняя грани

двух ПРОИЗI30,льных мом.ентов ()становки "с 1 и Т2:

-t = 't")V Т2 = тах[ 't"r (00). 1:'2(00)];

'1;1 (00)•.если ооЕ!Qт ngc
T

::;::=: Q \а .. ) 2 т) Т2

;r ==1:) Л '(2 = min ['t'~:{ro), 1"2 (0)] • если ООЕ!Qт) nОТ2'

1"2 (00), если roE!Q~ ng = Q \Q •. . ) Т2 Т2 Т) .

прич~м область определения -t etTЬ OT~QTI ПQТ2. Таким образом определенная фУНК­

ЦИЯ " -есть ФУНКЦИЯ множества ат) US1T2.

Если (Q. А, Р) ---.:... некоторое вероятностное пространство. "t - момент остановки.

опре!f.еленныЙ на QT относительно возрастаlощего семейства {At, tE[to• t K ] }. и· x(t, р)

(te;[to• tK]) ~ СJIунайный (МногомеРJlЬ.IЙ) процесс. адаптированный к {А,• .tE[to.
tK)}. то оrобращениех{т(ю), р) МНQжест"аат в множествоRn

ЯJJJJяется Ат-И3М~РИМЫМ.

есл" момент остаНОВI{И 't принимает ~ишь счетн.ое (и ·тем более конечное) .MHo~{e-
СТОО различных значений [13]. -

Достаточно эффективно опJ-tсать поведение м~огоэтапного функционирования

динамических систем' позволяет сформированная в теории случайных процессов

методика марковских моментов. Расqмотрим: задание многоэтапного функциониро­

ваНflЯ динамиче~кой системы x(t. р) с. помощыо некоторой последовательности мар­

КОВСI~ИХ моментов (моментов ОСТЗUОВКJI) Т), •••• Т Н' где N - число отдельных этапов

Фун~ционирования системы. ЭтаПbl определяются выпо~нением различных цедевых

операций. вследствие которых меняются условия фун~циониро"ания системы. Чаще

всего это происходит за счет того. что рассматриваема~ система функционирует в

различных областях 81. 82. -,., 8 N ф~З0ВОГО пространства. Марковс~ие с~учайные

моментыI ТI, ! ••• 't N определяются МОМ~lIтами времени первого попадания в МНQже.,.

ства 81, 82. ".1 8 N соответеТl3енно. М~ожества 8; (i= 1. '·.1 N) попарно не пересека-

ются: Bjn Bk=O (j. k= 1•...• N). :
Предположим. что вначале семей~тво множеСТ6 81. ...• Ин УДОJ3лет~оряет

свойстl3У невоэвратности по вре~еци функционирования:

Здесь р{.} - вероятность. заданная на фа~овом пространстве траекторий рассмат-
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рнваемой динамической системы. Сформулированное условие означает, что сово-

;купностьмножествВ" ...,8N определяет «поступатеЛЬ'ное» ФУНI{ционированиеl"dи­

стем:ы. При этом возвращение на предыдущие этапы функционирования' H~Bb~­

можно, возможны переходы на этапы функционирования, имеющие иесоседние

индексы (отличающиеся более чем на единицу):

Р{ х( t" Р) в в, /x(t2 ,"p)·e Bk } > О,

/1- kt:> 1, I~ k; t"t 2 Е[ 10' tl(j, t, < [2· (7.49)

Последнее соотношение означает наличие нескольких альтернатив в ходе функцио­

нирования системы, возмо>кность н~выполнения некоторых этапов функциониро­

вания, частичное рещение целевой задачи и т. Д.

На множестве Х возможных траеl<ТОрИЙ системы х (/, р) рассматриваются собы­

тия Ai= U{x(t, р) Е Bi }. В свою очередь, на множестве Ai определена ФУНКЦИЯ
. t .' "

't;=1:;(ro)=inf {t:tE[to, tK] nx(t, Р)Е Bi } (i= 1, ... , N) ~ Таким образом, 1"; есть первый мо-

мент, для которого x(t, Р)Е В/, т. е. первый' момент времени попадания в Bi (момент

начала функционирования системы в области Вд.

Опреде.ЛИМ последоватеЛЬНОСТf:J марl{ОВСI<ИХ моментов "1:" ... , 't N начала ВЫПОJ1не-

ния i-x (i= 1, ... , N) ~тапов функционирования системы. ЕСjlИ UUU~НC:lЧИТЬ через

'tl детермированный момент начала функционйрован~я .системы ('t =to) J а чер'ез

'tN+l-детерминированный конечный. ('tN+I=/K ), то длительность ФУНКЦИОНJ-IРО­

вания задается с помощью соотношенийA't;='tl+I-'tl (i= 1, ... , N)o,' I{OTOpbIe .опреде­

ляют время нахождения системы в соответствующей области В;.

Рассмотрим более общий случай, I{огда система может возвратиться из со­

стояния 8, в состояние (область) Bk пространства Х, где k<1 (k, 1= 1, ... ~ N). Для
этого введем расширение MHo~eCTBa траекторий (реализаций) рассматриваемой

динамической системы в виде Х: = [to, IK]EВX, где ЕВ - символ декартова П,роиз­

ведения двух множеств. В этом случае условие (7.49) будет выполняться из-ззнеqе­

ресекаемости множеств [1, t]® 8, (l= 1, ... , N), где [l, [] - неI<ОТОрЫЙ вре~1енной

интервал функционирования системы: [t, l]~[to, tK ].

Будем считать, что на I<а>кдом этапе 81, ... , в N (N) О) функционированиязад~н­

ная совокупность критериев К;(р) (i = 1, ... , N) отра}l{ает цели функционирования

каждого из М модулей (М>0), входящих в систему. Пус:гь критерии

К; (P)={Ki l (р), ... , К;т (Р)] определяют цель Фуни:ционирования H~ i-M этапе. В реальных

задачах управления число целей функционированиядля ка>кдого модуля конечное.

Например, для i-ro этапа:

. для l-гo модуля{l, ..., nl.,},
для 2-го модуля {тl + 1, ... , m2},

ДЛЯ М-го модуля {m""_1+ 1, ... , ,nм},

где т" m2, ... , /1lЛ1>О. В этом случае критерий КЁ; (р) определяет качество (например,

вероятность) выполнения j-M (j = 1, ... , М) модулем на i-M этапе (i= 1, ... , N) выбран­

ной цели функционирования из набора {mJ~ t + 1, ... , tnj}.
Таким образом, с учетом существования общего I<ритерия эффективности

К; (р), отражающего качество выполнения целевого задания всем комплексом мо­

дулей на данном i-M этапе, цель функционирования отдельного модуля мо>кет быть

выбрана (оптимизирована), а все ее альтернативы включены в параметрическое
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~пiQжество ,{р Е Р}. С учетом эт.ого структура лараметрического 'множества 'имеет

СJIе~ющий нерархическийвнд~

где р - первый компонент параметра р, определяющий выбор цели функциониро't:

В,ания для j-ro (j = 1, ... , М) модуля:

р ={j, KJ}, i= 1, ... , М;

К/ Е! {m/_ I + 1, , mJ}, j= 2, ... , М;

KjE!{l, ,m j }, j=l.

Для объеДИJlения последних двух включениЙ в одно с индексом {= 1, ... , М ·удобно

положить, что mо= 1. Воз.можные значения I{омпонента ·Рвектора Р=:=(Р, р) опреде­

ляют альтернативный выбор параметров реализации набора целей функционирова­

и"я отдельных модулей. Если первый компонент (цели функционирования) выбран,

то втор,ая является единственно варьируемой. Предположим, чтор - m-м~рный век­

тор, п'ринадлежащий соответствующему евклидову пространству Rm'. Наиболее ва­

}I<ен (в 'ПРИЛО>l<ениях в первую очередь) с учетом реализации алгоритмов управления

на 'ЭВМ' случай, когда р - дискретное множество..
При решении задачи выбора вариантов управления сложными системами

необходимо учитывать следующие особенности:

сло~ность структуры и режимов функциони рования;

C.flO}l<HOCTb и изменение целевых зада ч в процессе функцио"и рования;

многофакторный и заранее непреДСl<азуемый характер УСЛО5ИЙ ФУНКЦИОН»РО-

в·аиия.

Все это приводит К необходимости привлечения адаптивных систем у·правлеНJlЯ.

Внедрение адаптивных систем управления связано в первую очередь с развитием

современных средств вычислительной техники (микроЭВМ и микропроцессоров),

позволяющих реализовать управление в реальном масштабе времени. В современ­

ных системах управления стремятся рационально сочетать принципы програм­

много (автономного) управления и·управленИя с обратной связью. Адаптация по­

нимается как способность системы гибко реагировать на факторы, сопутствующие

реальному процессу функционирования. Такая трактовка потребовала формулиро­

вания обобщенного принципа адаптивного управления - принципа адаптации по

ПРОГНОЗИРУlощей оценке эффеl<ТИВНОСТИ,"" который ле>I{ИТ в основе методики выбора.

вариантов управления. Суть этого принципа состоит в использовании модели J1, прог­
нозирующей оценку эффективности функционирования системы:

N

tJ. = U JA.I' (7.50)
1-1

.где J.tl - частная (этапная) модель эффективности фУНКЦИОНИРОВ8t1ия на отдель­

ном l-м эт~пе целевого применения системы. На различных тр~екториях ~одели t.t
считаем зада иным некоторый функционал-критерий эффективности F (обычно

это. например, вероятность выполнения целевой задачи). Основным требованием к
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структуре модели является возможность вычисления для каждого момента време~и /
мят~мятиче~кого ожиданиSl критерия эффектив"ости оконча1Jия процесса функцио­

нирования F/ при условии имеющейся к моменту времени реализации этого про­
цесса х [,;, to~'t~tK]:

f t[ Х ( 1", /0~ 1: ~ t)] == м{ F [ х ( 1: l' t ~ t I~ t~] 1"(1"2' to~ 1:2~ t)} , (7.51)

где x(t) - Bel<1op состОяния системы.

Если обозначить обобщенный вектор измерения состояния системы на момент

времени t через z(t), то адаптация может быть реализована с помощью следующей

схемы (рис. 7.2). Предлагаемая схема синтеза адаптации процесса функциониро­

вания системы содер.>КИТ три основных элемента:

модель, ПР9I;НО;ЗИР~ЮЩУIO оцеЯI<:У эф/фек~ивности ф~,нкционирования.;

продеду-ру оценкй: неизвеt.ТНЬJХ параметров ·фУН·КЦИОНИРОВ,8.НИЯ;

процедуру оптим~зации параметров и режимов функционирования по имеющ~й­
ся прогнозирующей модели.

l(aK видно из (7.51), для проведения процедур оптимизации в '.Соде реального

функционирования системы требуется применение методов. реализуемых в виде

проrраммного обеспечения на ~спользуемых МИКРQЭВМ и эффективно работающих

в условиях жесткого дефицита времени, отведенного для .решения целевой задачи.

Таким образом. для гибкого управления (с адаптацией по последовательности

выполняемых этапов целевых операций или к· непреДСК8зуемым факторам функцио­

нирования) требуется проведение исследовани~ по построению эффективных методов

и аЛГОРИТМQВ:

идентифИI<ации неизвестных параметров. с одновременным опр~делением необ­

ХОДИ~tЫХ объемов статистической информацйи, обеспечивающих нужнуJO точность

оцеНI(И парамеТр08~

выбора требуем,ОГО .(оптимального) варианта ПРОДО.[l>l<ения процес~а функцио­

нирования., адаптированного к CTpY~Type оптимизируемого критер~я и условиnм

дефицита времени на принятие рещения.

Совокупность моделей ~, J1.1 (' = 1t .'., N) мо)кет быть СфQрмироtJана· с помощью

разлиtIНЫХ принциПо·в·- аналитического и имиtационного м;оделирования [.71]..

оmооранные

. альmернаmu-

Z(t) ИИUП1аЦUОНIf~fI /'-, z(t) ПрОЦсiJgра раСЧСfТ!а 6ь! /J op't
~ IJрогНОJUР!l·ющая . - . :. КРlJm'!РllЯ .!фtpскmlJВ-" . '.~

110iJель ./f. Насти Ft ~.]

• j~

Рис. 7.2. GxeMa адаптации.
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.,Для. выб9ра вариантов управления предлагается программа АОДИМ (СМ.

§ 7;~), ориентированная на оптимизацию параметров моделей оценки эфф~ктивности.

При' этом_пользователь должен сформировать процедуру расчета критерия эффек­

тивности Р; (7.51).

Приложение 1.

HeKOTOpы~ эnементы проrраммирования

Сведения об операционных системах ЕС ЭВМ

ПаI<ет программ, разработанных в настоящей книге, предназначен для ис­

пользования на ЕС ЭВМ. Здесь приводится. необходимый минимум сведений об опе~ ,
рационных системах, I<ОТОрЫМИ оснащены Ее _~BM (см. [85, 87]).

Под операционной систе.АtОЙ (или мони~ором) понимается набор программ,

I{OTOpbIe 9рганизуют непрерывную работу ЭВМ по обработке потока программ. Наи­

более распространенными операционными системами являются ОС ЕС и ДОС ЕС.

Операционные системы' предназначены для планирования работы вычислительной

системы, повышения ее' пропускной способности, обеспечения ее универсальности,

а также ДJIЯ работы программиста и оператора с вычислитель'ной системой.

Операционные системы состоят из уп.равляющих и обрабатывающих программ.

УnравЛЛlощие nрогра.АtАfЫ определяют последовательность выполнения обрабаты­

вающих программи обе~~ечивают необходимый для этого сервис. ОбрабатываЮLцuе

nрограАf.АfЫ состоят из системных программ, которые предназначены для сокраще­

ния усилий и времени, затрачиваемых на разраб<;>тку, подготовку и выполнение про­

грамм пользователя. В число системных обрабатывающих программ входят

трансляторы, сервисные программы, утилиты и программысортировки.

В сервисные nрограМ.Аtbt входят peД~KTOp связен, предназначенный для фор­

мирования одной программы из неСI{ОЛЬКИХ оттранслированных~ заГРУЗЧИI{, обес­

печивающий перемещение (загрузку) отредактированной программы в оперативную

память ЭВМ, а также средства отладки программ.

Утилиты предназначены для работы с библиотеками программ и для передачи

информации между отдельными устройствами ЭВМ.

Програ.АtАfЫ СОрТUрCiJ1JШ. служат для работы с наборами данных: упорядочива­

ния, перебор.а и др.

При работе с операционной системой разраоorанная программа должна

пройти на ~BM следующие стадии: трансляцию (или ассемблирование, если она

написана на Ассемблере), редактир()вание и непосредственно выполнение.

Программа, написанная на каком-либо языке программирования, называется

исходны.А! J,fодулеАf. Обычно в процессе разработки программы riоследняя разбива­

ется на отдельные части (причем они могут быть написаны на различных языках).

С помощью процедуры трансляции исходные модули преобрззуются в объектные

.!ttодули. Чтобы можно было загрузить их в оперативную память ЭВМ и выполнить,

объектные модули должны пройти редактирование связей. Модуль, полученны~ в

результа.те редактирования, называется эагРУЗОЧНЫАt. Загрузочный модуль уже при­

годен для размещения в оперативную память ЭВМ.
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Исходный модуль может обыть размещен на разных носителях: магнlitной

ленте, магнитном 'диске, МОжет быть введен с дисплея. Для его прохождения в °dpeAe
·операционноЙ системы ЭВМ требуется информациft о том, какие ресурсы ~~обхС?­

ДИМЫ транслятору, редактору и самой программе для ее успешного выполнения,

а TaK>I<e где и в KaI{OM виде раСПОЛО}l<ены исходная информация и исходные Данные

программы. Вся эта информация поставляется системе с помощью языка управле­

ния заданиями. Следовательно, необходимо подготовить программу, написанную

на одном из языков, а также исходные данные для нее и составить операторь~

управлеНhЯ заданиями.

Управление заданиями в операционной системе

1-Iа практйке операторы °siзьikа управлеtJия заданиями чаще всего вводятся

с экрана дисплея. СущеСТЕ!ует 10 типов управляющих операторов ОС, которые

позволяют регулироват.ь выполнение задания, описывать необходимые для выпол­

нения данные, осуществлять связь между ЭВМ и человеком-оператором: JOB - опе­

ратор задаНJt5!; ЕХЕС - исполнительный оператор; ДД - оператор описания дан­

ных; /*~разделительный оператор; / f - оператор ко'нца задания; PROC - опера­

тор процедурь~; PEND -:- onepa1'op конца о процедуры; командный оп~раТОРt опе­

ратор комментариев.

Описание ка}кдой выполняемой программы, а TaIOI<e неоБходимыIx для ее

выполнения данных составляет пункт задания. Несколько ПУНI<ТОВ· задания обра­

зуют само задание, а несколько заданий - пакет заданиЙ. о Схема построен".я пакета

заданий iIриведена на рис. П.l.

Оператор задания JoB имеет следующий формат:

/ / имя задания JOB, учетная информация, имя программиста, MSGLEVEL=
= ..., COND= ..., TIME= ...

Оператор JOB является первым оператором задания. В поле, отведенном для

имени задания, содержится некоторое ИМЯ (обязатеJIЬНО начинающееся с буквы)..

Все парамет~ы, следующие за словом JOB, Я6ЛЯЮТСЯ неЬбязательными. Параметры

(операторконца зоiJОНUR

(Оператор JDB
(Оператор конца JUiJонuя

00 о( Оператор. nп

(Операm~р ЕХЕС

(Оператор пп
f--

(оператор ЕХЕС I
~

( Оператор п]
Покеm

п!/нкт JniJонuя, Оператор JOB
3аоание зtiiJонuiJ

1---

~

Рис. П. 1. Схема построения пакета заданий
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«у'~еТJlая информация» й «имя программи~та» И'спользуются для автоматического

~бора ИНфQрмации о работах, ведущихея на ЭВМ. .
X~apaMeTp MSGLEVEL дает указаhие, какую информацию о задании >I<ела­

TeJ]~HP получить на 8ЫХЬДНОМ устройстве. ФорМат nарамеТ.ра MSGLEVEL сле-

дующий: .
MSGLEVEL== (операторы, сообщения)

Параметр «операторы» принимает три значения: О. если выводится только опе­

paTop'JOB; 1, есЛИ вы1Jодятсяя Все BxoJthbte управляющие операторы задания,

операторы каталогизированной процедуры и внутреннее представление операторов,

и. наконец. 2, если выводятся только входные управляющие операторы задания.

Пара~етр «сообщениSl») принимает .следующ~е значения: О, если сообщения о распре­

делении (заеершении) не вЬiВодятся при успешном вьtполнении задания (при ава­

риЙн·ом завершении вее сообще~ия ·П()f.(ВяТся в. к"ачестве вывода), и 1, если~ыво­

дятся все сообщения о распределении (окончании) независимо от :успешности вы­

полнения задания.

Параметр COND определяет условие, при котором прекращается выполнение

задания. По мере завершения каждого ПУНI<та задания регистрируется некоторое

число в качестве кода 1JdзВраТ8.. Производится серия проверокимеющихся кодов,

.и, если хотя. бы одна'"з проверок дает ПОJl()}К1iтельн,ЫЙ ·результат, выполнеuие

задания tIрекращается. Формат пара.Мётра COND следующий:

COND= «I{ОД. оператор), ... )
Здесь «код» - некоторое число от О до 4095, с которым сравнивается .,<од возврата;

«оператор», представnяющий собой операцию сравнения, может принимать следую­

щие значения:

GT (больше)~ LT (меньше),

ОЕ (больше ИJ1И равно), tE (меньше йли равно);

EQ (равно). NE (не равно).

Параметр .COND позволяет поставить выполнение очередного шага задания в за­

висимость от итогов выполнения предыдущих. Например,'если задание включает

трансляцию, редактировани~.и выполнение ltекоторой программы, T~ в случае об­

нару}кения грубых ОШhбок ПР" траНСЛЯЦJfИ операции редактирования и выполнениsr

становятся невозможнымй. В этом случае параметр- COND выглядит следующим

образом:

COND=(9, LE)

Tal{ как при обнаружении грубых ошибок транслятор с языка ПЛ/I выдает код

возврата, больший 8. ТО с помощью Jlогического УСJlОВИЯ, записанного· с помощью

такого оператора 'COND, операционная система завершит обработку данной про­

граммы.

Па I'lt \Ictp TIME задает Максимальное время использования центрального про­

цесс.ора заданием. Если за~ание использует центральный процессор дольше, чем

уt<азаН(1 в TIME, то это приводит К аварийномурI<ончанию всего задания. Параметр

имеет следующий формат:

TIME= (минуты. сеkУНдbt)

Оператор идеНТI-Iфикации пункта задания ЕХЕС служит для указания про­

граммы или процедуры, которые J).ОЛ}l<НЫ выполняться в данном пункте задания.

Программа и процедура ук"азываются с помощью взаимоисключающихдруг друга
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параметров Рам и PROC соответственно. Исполнительный оператор ЕХЕС имеет

следующий формат:

j / имя шага задания ЕХЕС PGM=
имя: п.~ограммы, ...

Здесь параметр .«имя шага задания» идентифицирует даНН~lЙ шаг задания, а пара­

метр «ИМЯ программы» указывает имя раздела библиотеки, в котором хранится.

выполняемая на данном шаге программа. Если на шаге задания используется про­

цедура, то вместо имени программы указывается имя этой процедуры (процедура

представляет собой один или несколько шагов задания, идентифицированных опе­

раторами ЕХЕС) путем задания после оператора ЕХЕС

РRОС=имя процедуры

либо самого имени. Многоточием обозначены остальные возможные параметры

оператора, которые аналогичны параметрам оператора JOB. При работе с пакетом

программ необходимо употреблять следующий формат оператора ЕХЕС:

/ / имя шага задания ЕХЕС PLl FCLG

Здесь PLILFCLG - каталогизированная процедура трансляции, редактирования

и выполнения исходного модуля, записанного на языке ПЛ/l. Если достаточно

провести только трансляцию или трансляцию и редактирование, необходимо вызы­

вать процедуры PLl LFC или PLl LFCL соответственно.

Оператор описания ~aHHЫX DD предназначен для идентификации наборов

данных, используемых ИЛИ создаваемых програМмами пунктазада.ни~, следуе~

непосредственно за оператором ЕХЕС. Оператор DD имеет следующий формат:·

/ / имя DD DD - операнды

Здесь параметр «имя ОО» - это имя из блока управления данными в программе.

Если в проекте задания содеР>I<ИТСЯ обращение к каталогизированной процедуре, то

операторы DD этого пункта задания используются для замещения или добавления к

параметрам каталогизированной процедуры новых операторов ОО. В этом случае

в поле имени добавляемого оператора DD требуется записать «имя шага процедуры,

имя ОО», где «имя шага процедуры?> указывает, куда нужно добавить операторDD.

«имя ОО» - имя добавляемого оператора. Первым операндом обычно является сим­

вол «*» или слово DAТА. Это означает, что набор данных непосредственно следует

за оператором DD во входном потоке данных.'

Для шага задания, состоящего в вызове процедуры. трансляции, редактиро­

вания и выполнения исходного модуля, записанного на языке ПЛ/l (т. е..процедуры
PLl LCLG), этот модуль идентифицируетсяоператором//PL1 L.SYSINDD*, за I<OTOPbIM
следует ·исхоДная программа. Если на шаге счета по отредактированной и заГ.ружен- .
ной программе необходимы исходные данные, то употребляет·ся оператор DD сле­

дующего вида://CO.SYSINDD~, а за ним помещаются исходные данные. Набор

данных должен заканчиваться оператором ограничения j*. Эти символы помеща­

ются в первые две колонки оператора~ в остальных колонках - пробелы (либо

комментарии). .
Оператор//служит для указания операционной системе конца задания. После

этого оператора система ищет во входном потоке следующий оператор идентифи­

Kaции задания. Оператор конца задания содер}кит символ/Iв первых двух КОЛОНI<ах.

а во всех остальных - пробелы.
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В целом, суммируя вышеизложенное, можно составить следующий набор уп­

равляющих карт ОС, который предназначен для трансляции, редактирования и вы­

полнения неКО10РОЙ программы, разработанной на язык~ ПЛ/i:

//RAB JOB .
/ /ST ЕХ.ЕС PLl·LFCLG
/PLIL. SYSINDD*
исходный модуль

/*
/ /00. SYSIN DD*

исходные данные для счета

//

Элементы програМl'tlированияна ПЛ/1

Язык программирования ПЛ/l. в отличие от языков Фортран, Кобол, РПГ,

ориентированныхна определенный класс задач,-ЯЗЫКун.иверсальныЙ, в одинаковой

степени удобный для·решения ка.К научных.и ин}кеliерных задач. так и экономиче­

ских. Одним ИЗ самых ценных его свойств является 'Го, что язык мо}кно использо­

вать для решения задач в реальном времени, а также для создания сис'tем про­

rраММИрdвания,

Проrрамма на ПЛ/l состоит из одного или нескольких блоков. называемых

riроnедурными блоками или просто проц~дурами. Процедура- это или основная·

программа, или подпрограмма. или функция. Процедура может транслироваться

отделыtо от вызываIощеи процедуры или MO}l<eT быть вложена В вызывающую

пр()ц~дуру и транслироваться J;\MeCTe. Ка>l<дая процедура может содержать объяв­

JIецие .имен (Т. е. некоторые описания переменных, наборов данных и Т. д.), при этом

определяется оБJfаст~ их Действия и происходит распределение памяти для "их.

Кроме 'процедурных блоков в' ПЛ/l существуют обычные блоки (блоки B~GIN),

обяgатеJI~НО вкладываемые внекоторый процедурный блок, который ДЛЯ них

·Яв.ля~тся внешним.

В языке программирования ПЛ/l имеются разнообразные средства для опи­

сания и обработки различных !'ипоь данных. в программах "8 .ПЛ/l МОГУТ быть

исПользованы арифметиче~кие данные, строковые и данные управления програм­

мой. Арuфltfетuчеекuе данные могут быть представлены несколькими способами: они

могут быть десйтиttНЫМtI, дsоичными, с фиксированной иJIИ плавающей точкой.

Строк()вые дан.Ные ......... это ПОСJIедова-геJ'IЬНОСТЬ ЗнаКОВ или бит (строки знаков или

строки бит). Данные управления программой - это данные 1'ип'а метки ИЛ" 'указа­

теля. Обрабатываемые в программ~ nЛ/I данные могут участвовать в ари;фмети­

ческих, nогичееких операциях, а. такЖе в о.пераЦI1ЯХ сцепления и сравнения, допус­

каются и ёмеШанные tипы операций. Для определения порядка выIолненияя опе­

раций вводитсй иерархия их приоритет~в.

П·~рем~нные морут .объеДИНflТЬСЯ в~'.массив.ьt ИЛ» структуры. Массив =- Э~9 ·совО:

~пн~сrь эле·~ентов с одинаковьiмм своЙс.ТВ~ми .(1'и-nом, раЗРя)J.НОСТЬЮ)·. ·ьт.рук,туР.а ..~,
это· спе~иаЛЬiIЫМ образом ОРГЗНИЗ0ван":ая. ·совокуп.Н~·сli'Ь ·перемеltН·ых разного евой­
стnа.. Память nep~MeHHbIM в ЭВМ может отводиться двумя <?сновными способам·и:

статиttески перед началоМ выполнения программы иJ1И дйнамически во время ВЫПО.л­

мений.
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ЯзыкПЛ/l имеет весьма совершенную систему управления операЦИЙМИ ввода­

вывода данных. Средства ввода-вывода обеспечивают .два типа передачи Д81{НЫХ:

потоком и запи,сями.

В языке имеются разнообразные средства, которые позволяют управлS1:ТЬ "ре­

рываниями ПР.ограммы, устанавливать нужную программисту реакцию на прерывание,

а также средства, позволяющие имитировать возникновениераз~ичных ,си.туа'ЦИЙ,

которые приводят к прерыванию программы.

Для выполнения часто ИСПОJ!ьзуемых вычислений, различныхоперац'ийn'О обра­

ботке данных в ПЛ/l имеется набор Сl1ец~альных (встроенных) функций. Для 'вызо­

ва функции программисту до<;:гаточно лишь указать ее имя со списком аргу­

ментов, которые она требуе~. Поскольку ..п_ри работе с пакетом программ :читателю

потребуются некоторые навыки по описанию и вводу-выводу данных, остановимся

на способах работы с проблемными данными 8 языке ПЛ/l.

Характеристики объектов, которые представлены в программе некоторыми имена­

ми {такие, как основание счисления, способ представления данных и др.),.н характе­

ристики самих имен (такие, как область действия имени, класс памяти и т. д.) вместе

,составляют 'набор ~трибутов, который связывают со всяким изменением объекта в

программе. Все атрибуты данных объявляются в операторе DECLARE, или КОН­

теl{стуально, или неявно.

Для спецификации арифметических данных в ПЛ/l применяют следующие

описания: DECIMAL (десятичный) или BINARY (двоичный), при отсутствии ука­

заний предполагается DECIMAL; FIXED (фиксированный) или' FLOAT (плаваю­

щий) при отсутствии УI<ЗЗЗНИЙ предполагается FLOAT; REAL (вещественный) или

COMPLEX (комплексный) ПР" отсутствии указания предполагается REAL.
Если атрибуты не указаны, то предполагается, что имена переменных, начина­

ющихся с букв I,J, К, L, М, N, соответствуют типу FIXED BINARY, а

имена переменных, начинающихся с любой буквы,- типу DECIMALFLOAT.
. Для спецификации строковых данных применяются таI{ие описания, как BIT (би­

товый) илиСНАRАСТЕR (символьный).

Разрядность указывается в виде (w, d) для данных с фиксированной точкой

" в виде (w) для данных с плавающейточкой. Здесь w - общее число цифр (макси­

мальное), допустимое для леременной, т. е. число значащ"х цифр в случае числа

с плавающей точкой, а d - число дробных разрядов в десятичном или двоичном числе.

Если значение не задано, то предполагается, что d=O~ I(омплексное ч·исло представ­

ляется как пара вещественных чисел, имеющих одинаковые описания.

В языке ПЛ/I имеются следующие ограничения максимального размера чисел

разного типа:

DECIMAL FIXED
BINARY FIXED
DEC'IMAL FLOAT
BINARY FLOAT
CHARACTER
BIT

По умолчанию

(5,0)'
(15,0)

(6)
(21 )
(1)
(1)

Максимальные

(15,т)

(31, т)
(16)
(53)

(21767)
(32767)

Здесь параметр «имя» представляет собой имя описываемой переменноft, исполь·

зуемой в программе. Оператор имеет следующий вид:
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O'ECLARE
имя описатель;

имя описатель;

имя описатель;

где -п:ардметр «ИМЯ>? представл~ет собой ~'МЯ описываемой переменной, а параметр

«описате~ь» идентифицирует ее свойства с помощью атрибу'тов, описанных выше.

'К од.ним из самых важных в.языке ПЛ/l и используеМ~lХ в данном пакете.прог­

ра-мм ОТЦОСЯТСJl атрибуты INTERNAL и EXTERNAL. Первый указывает, что соот­

ветствующее ему имя известно только в блоке, содержащем объявление, и во вложен~

ных :в него блоках подразумевается по умол~анию. Если задан атрибут EXTERNAL,
ТО это означает, что имя может быть известно в других блоках, содержащих

объявление того же имени с .атрибутом. EXTERNAL. Максимальная длина любого

внешнего ·имени равна шести знакам.

Очень удобным в языке ЦЛ/l является возможность одним оператором

DECLARE специфицировать любое количество переменных. Например, оператором

DECLARE
CHIN (2,3) FIXED,
BOL(5,6) FLOAT,
Х CHARACTER (4);

специфицируются одновременно массивы CHIN и BOL, а TaK}I{e строка знаков Х.

При объявлении имени переменной мо}кно заД6ТЬ ее значение, I<oTopoe будет

"рисвоено в момент загрузки объектной программы в память. Для этого в операторе

DECLARE записывается оператор INITIAL в следующем виде:

INITIAL (значение) для Сl{алярной величины,

INITIAL (l-e значение, ... , Il-e значение) для массива.

Например, если массиву.А (2) требуется присвоить значения А ( 1) = 0, А (2) = 2.5, то
это можно сделать следующим образом:

DECLARE
А (2) INITIAL (2.5)
В языке ПЛ/l широко используются процедуры, которые позволяют много­

кратно выполнять одни и те же группы вычислений или преобразований данных

с различными входными параметрами. Для процедур используется оператор

PROCEDURE, который имеет следующие форматы:

для главной процедуры

имя ВХQда: PROCEDURE OPTIONS (MAIN);
. для процедуры-подпрограммы

имя входа: PROCEDURE (l-й параметр, ... , h-й параметр)

ДЛЯ процедуры-функции

имя входа:· PROCEDURE(l-й параметр, ..., h-й параметр)

RETURNS (атрибуты функции);

Оператор PROCEDURE ·определяет начало процедуры и основную точку входа

в процедуру, зад~е'г. параметры (если они есть) и .атрИбуты возвращаемого значения,

если процедура выэываетсякак функция. Процедура заканчивается оператором END,
который определяет границы процедурного блока. Вызов процедуры проиэводится с

помощью оператор~ CALL, который имеет следующий формат:

CALL имя входа (l·~ 'аргумент, ... , h·Й аргумент);
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Оператор CALL вызывает процедуру и организует передачу управления к УI<ЙЗЗННОЙ

точке входа этой' процедуры. Программисту необходимо тщательно следить З"а" СООТ­

ветствием набора и типа параметров-аргументов в операторах "CALL и PROCEpU,R·E.
В приведенных выше программаханализа и синтеза систем управлеlJИя. н~сkолЬКО

раз (например, в проtрамме КАСНМ) осущеСТВJIЯЛОСЬ обращение к вспомогательным

программам, разработанным на языке Фортран. Таким образом, становится 'Необхо­

ДИМЫМ организовать с помощью средств языка управления заданиями свяЗЬ модулей.

написанных на разных языках.

Связь модулей ПЛ/l с модулями других языков имеет существенные особен­

ности. "В частности, многомерные массивы в Фортране хранятся последоваТельно

по "ётолбцам. в ПЛ/l- по строкам. Кроме т()гО. язык ПЛ/l имеет больше типов

данньtх, чем ФОРТРВJ:I- Разнятся и способы организации данных. Необходимо тща­
тельно следить за соответствием атрибутов информации, обмениваемой между прог­

раммами. написанными на различных языках. (Более подробно '0 способах органи­

зации передачи данных См. [86].) Ниже помещена таблица соответствия данных

языков ПЛ/I и Фортран (табл. П.!). .

Т а б л и ц а П.!. Таблица соответСТВИЯ данных ПЛ/l и Фортрана

ТIШ

ALIGNED

ВыраВНlIваllие

UNALIGNED

REAL FIXED BIN
REAL FIXED BIN·
REAL FLOAT BIN
REAL FLOAТ BIN
REALo FIXED ОЕС

REAL FLOAT ОЕС

REAL FLOAT ОЕС

CPLX FLOAT ОЕС

CPLX FLOAT DEC
BIT
BIT
BIT
Cl'IAR

IN1FGER

ПЛ/l

2 ПОЛУСJIОВО Байт

4 Слово »
4 » »
8 Двойное слово »

Байт »
4 Слово »
8 Двойное слово »
8 Слово »

16 Двойное словО »
Байт Бит

1 » »
4 » »

Байт Байт

Фортран

2 Полуслово

4 СЛОВО

RE:AL

COMPLEX

LOGICAL

4
8
8

16
1
4

:·1

СJIО80
Двойное слово

СЛОВQ

Двойное слово

Байт

Примечание.
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.При разработке программ, приведенных в настоящей I{ниге, ИСПОЛЬЗ0валась

ВО3МО>I<ностьвызова Фортран-программы ИЗ программы на языIеe ПЛ/l, причем

передавались значения лишь арифметических переМенных. и массивов. Осуществить

указанную операцию позволяет следующий набор упраВЛЯIОЩИХ оператеров:

//PLFOR'!' JOB
IIPt, EXEOPL t УС
I/P~1L.SYS1N DD *

ПРОГРАММА НА ЯЗЫНЕ

ПЛ/1

1*
I/FOR FXEC PORTOCLG
IIFORT~SYSIB DD *

ПРОГРАММА НА nЗЫКЕ

ФОРТРАН

1*
//LKED.SY5LIB Dn DSN=SYS1.PL1LIB.DISP=S~R
1/ DD DSN=SYSt.FORTLIB,DI8P=SHR .
IILKED.SYSIN DD •

ENTRY IHENTRY
1*
//GО,FТ0БF801 ОО DD~AME=S

I/GO.SYSPRINT DD 5YSOUT=A
I/GO.SYSIN DD *

ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ'

1*
11

При л о ж е н и е 2.

Эnементы пинейной anre6pbI

Матрицей называется прямоугольна"я таблица, составленная из чисел (функ­

ций) - элементов матрицы. Горизонтальные ряды элементов называются строками,

вертикальные ряды - столбцами. Матрицы принято обозначат~ прописной буквой,

соответствующей строчным буквам, I<ОТОрЫМИ обозначены ее элементы, мо}кет быть

указан также размер матрицы. Например,

А=

Элементы матрицы А МО}КНО указывать и следующим способом: (А) ij. Наиболее

часто встреча-ющимися являются следующие типы матриц.

Квадратная .матрица - матрица, число строк I{ОТОРОЙ равно числу столбцов:

Матрица-строка размера 1Х n:

А= Ila•... a"ll·
.Аtатрuца-стол6ец размера n х·l :
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матрицы-стоJiБЦы носят Наэl3анИЯ векторов.

ДиагОllйльн.ая А-tатрица - Кt3вдраТliая матрица, все элементы которой, возможно,

J<pOMe стоящих на главной диагонали (Т. е. Kpo~e элементов вида ац, .i=l", ... , n),
равны нулю:

А=

о о

о

о о ам
\

в частном случае, когда все аи== 1 (i= 1•... , n), матрица называется едuн.ULlн'ОЙ и

обозначается буквой Е.

ТраНСl.lон.UРО8йние.маТрицы - это замена строк матрицы1 ее столбцами без изме­

нения их последоnаtелЬмосtи:

ait a1n a l • .i!-ml

А= Д
Т
=

йm1 аmn а.'1 аmn

транслон~рованная матрица обозначается Т. Матрица А, дЛЯ которой АТ=А, назы­

вается СUАtАtеtрuчееКlJЙ АtатрuцеЙ.

Определитель квадратной м.атрицы A=[ai/]'IXn обозн~чается det (А) или. [А] и
вводится с помQщыо следующеrо рекуррентного соотношения:

Il

det (А) = ~ ан О н'
[===1

где DtI ..:- алгебраическое дополнение элеМ~Нта ан. 1'. е. определитель. полученный из

А вычерКhванием I-й tТрОkИ и i-ro столбца и умножеiнIы�й на коэффициент (_I)i+l.
Отметим, что det(A)=d~t(AT).

Обратной Аfатрuцеu по отношеНИIО к исходной квадратной матрице А называется

матрица, оп~еделяемая следующим образом:

(А-1)lJ=D/i/dеt(А),det(A) =t= о.

Если А -1 =AT t матрица называе1'СЯ ортогональной.

Среди операций, t(jстаtJJiяющих алгебру матриц, важнейшими являются операции

умножения на скаляр, СЛО>I<ения и умножения.

Jllttножен.uе АfатрilцЬt на скаляр раВ1IОСИЛЬНО умножению на это число каждого

элемента матрицы:

a il atn "'ан ла1n

'ЛА.=Л ..
'а". аnn л.аn1 'Ааnn
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СУАfАtой двух :Аtатрuц назЬiвается такая матрица, каждый элемент которой равен

сумме соответстnующих элементов слагаемых матриц:

с= А+ В,

'Где A::::=[aij]mXll; B=[b/j]mxn; C=[aiJ+bi/]mxn. Операция сло>кения матриц обладает

следующими основными свойствами:

1) коммутативностью: А+В=В+А;

2) ассоциативностью: (А+В)+С=А+(В+С);

З) "для А, В - любыхдвух матриц одинаt<ового размера и произвольного скаляра

л справедливо л(Д+В)=лА+лВ;

4>" транспонироnаifная матрица суммы двух матриц равна сумм.е транспониро­

ванных слагаемых: (А+В)Т =:;=АТ+ВТ.

УАiнЬженuе двух Аtатрuц А иВ B03MO}l{HO, если число столбцов первого сомножите­

ля равно числу строк второго. Само'произведеиие определяется следующей форму- .
лой:

С=АВ,
n

где (C)lk= Cik ~ alJb/k ; n - число столбцов матрицы А. В общем случае умножение
/=1

матриц некоммут~тивно, т. е. АВ=/: ВЛ. Операция умножен"я имеет следующие

свойства:

1) ассоциативнЬСтью: (АВ)"С=А(ВС);

2) дистрибутивностью:А(В+С)=А8+АС;

З) транспонированнаяматрица произведения равна произведению транспониро­

ванных сомножителей, взятых в обратном порядке: (АВ)Т= ВТАТ;

4) определитель п,роизведения матриц равен произведению определителей со­

МНО}l{ителей: 1АВ 1= 1А 11 в 1;
5) если det(A) :#=0, то A-'A=AA-1=E;
6) если det(A)*O и det{B):#=O, то. справедливо слеДУIощее правило обращения

произведения матриц: (AB)-I=O-IA- 1•

Совокупность k векторов х. ~ ... ; Xk называется линейно независимой, если уравне-

ине

где аl, ..., ak --:- скаляры, не имеет нетривиального (1'. е. такого, у ,{оторого хотя бы один

коэффициент а; отличен от нуJIЯ) решения.

Рангом AfaTpUlfbt называется максимальноечисло линейно неЗ8ВНСИМЫХстолбцов

(или CTPOI<). Квадратная n-мерная матрица А имеет ранг n, если det (А) =FO. Это

условие эквивалентно УС'nОВИIО существования матрицы А -1 или условию линейной

независимости строк (столбцов) маТI1ИЦЫ Д.

Если матрица Д имеет размер ,nХ n и ее ранг равен min(1n, n), то говорят, что

А- АlаТрuца ttОЛllого ранга.

Собственными значениями и собственными векторами квадратной матрицы А

называются скалярные велиЧины л и вектора х, удовлетворяющие уравнению

Лх=Ах. Собственные значения находятся из решения уравнения det(A-лЕ) =0, кор­

нями KOTQPoro они и яв.iIЯIОТСЯ.

Если квадратная матрица А размера nХ n удовлетворяет соотношению

хТАх> О для всех ненулевых и-мерных векторов х, то матрица А положительно
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определена. Если выполняеТСfI условие хТЛх ~O дЛЯ всех- n-мерных векторов х,

то матрица А положительно опр~делена (полуопределена) тоtда., и _только тогда,

когда ее собственные значения л положительны (неотрицательны) .
Часто бывает очень удобным использовать разбиение произвольной матрицы

А размера mХn на совокупность подматриц AlJ(i=l, ... , k; j=l, ... , l) Рflзмера

mЕХnl (ml+ ... +ttlk=m; nl+ ... +fll=n):

А=

лkl Akl

Если некоторая матрица А - квадратная инеособенная (det А =1= О), то для нее

существует обратная матрица А -1. Если >I<e А ~ прямоугольная матрица размера

т Х n(m =1= n) или квадратная, но особенная, то она не имеет обратной. В эт~м случае

можно ввести операцию псевдообращения матрицы так, что псевдообратная матрица

-л+ будет обладать неко~орыми свойствам·и обратной.
Матрица А+ размера nХт называется Ilсевдообратн'ОЙ для матрицы А размера

тХ n, если выполнены равенства

где U, V - некоторые матрицы, а матрица А* - сопрященная матрица по отношению

к. А: А*= Ila]k·llnxm'. А= lI'alkllmXn иа*kl=аlk (i= 1, ....! т; k= 1, ..., n; aik - комп-
леКСНОСОПРЯ)J{енная величина к alk). .

Если Л - квадратная неособенная матриц~, псевдообратная матрица А+ совпа­

дает с обратной:" А+=А- 1 • Кроме этого, матрица д+ обладает следующими свой­

ствами:

1) (A*)~ (А+)., 2) (А+) + = А, 3) (АА+). = АА+,

4) (А+Д)* ~ д+ А, 5) (АА+)2 =АА+, 6)(Д+ д)2 = А+ А.

Операция псевдообращения матри.ц широко используется при решении сиетеl'4

линейных уравнений.

Пр и л о ж е н и е .з.
.Неиоторь.е пОIfJlТИЯ теории спучайиых процессов

Случайным nроцеССОА' называется семейство случайных величин ~(/)= s(t, 0), за­

висящих от скалярного параметра /, принадлежащего некоторому' множеству

тсR .(R - действительная ОСЬ), и элементарного случайного события uiЕQ (Q­
вероятност~ое пространство). Область значений случацного проц~сса Mo~eT быть

произвольным ИЗrt~еримым пространством. На праl<тике обычно s(t) принимает зна­

чения из n-мерного евклидова пространства RIL
• Параметр t может принимать зна­

чения KaI{ их непрерывного множества, Т81< и из дискретного.
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Ф;УJIкция§(t, 000) при фиксированном значении 0>0ЕQ ·называется реализацией

npoц~cca (траекторuец, ·выборочноЙ функцuеЙ).

R~}l :оnисания nоведенuя случайного nроцесса ~ (t) достаточно иметь функции

KQH~4RPMepHblX распредел~ний вероятност~й

ФУ.нкции F(~I, ..., ~m; t1,

и·сОглЙсованности

tm} должны УДОВJJетворять условию симметричности

F{ '" ... , ~т; t l' ..• , t,J = F{ ~l~' ••• , ~'m; t,l , ••• , t,m} ,

где (il' ... , iit,)~ некоторая перестановка множества (1, ... , т);

Мате.матическое ожиданиеm(t) и ковариационная функция K(s, - t) процесса

~(t) являются функциями времени и определяются с помощью следующих соотноШе­

ний:

Пi (t) == Ms (t) =
-00

xdF (x,t),

к (s,t) =7 М I~ (s) - т (s)] Ig (t) ~.т (t)] т

Пусть F{6(t)~ ~(t)1 ~(tl), ..., ~(tm)} - условная функция распределения процесса

~(t) при фиксированных значениях ~(tl), ... , ~(tm)(tl <tm<t).
Процесс ~(t) называется .А!арковским, если выIолняетсяя соотношение

F{ s(t) ~ St Is( t ~, ... , ~(t~} = Р{ s(t) ~ ~, I's( t,J} ,

т. е. условно~ распределение s(t) зависит лишь от последнего знач.ения s(tm ) • Марк6в­

скиА процесс целиком определяется фуНl<ц»ей началЬНого распределения F(so, tri} и

функцией распределения вероятности перехода

F{ t" tl ~s' s} = Р{ ~(t) ~ ~t I~(s) == ~s}

с помощью наЧ8JJьноrо распределе'Ния и распределения перехода конечномер ные

ра.спр·еделения. маркьВского· про~есса записываются В' следующем виде:

~o ~I

F {60' .. ~, Siп; .to, ... , tm } = ~ dF {Хо , ео }, ~
-00

'm-I

~ р {·~m t [m Ixm_ I , tm- I } dF·{ Xт_ l , tm- 1 'Хт-2' tm- 2 .} •
-00

·С.лучаЙныЙ процесс ~(t) назы'8ется•. nроцессо.А! с незавUСUltfЫ.АfU nрuращеНUЯАfU,

если .Для любых tl E=.T(i== 1, n), та ки.х, что tl·<t2<.~.<tm, случайные 8~ИЧИНЫ
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t11=~(tl). t1~=~(t2)-~(tl)• ...• "1m=6(tp.)-t(tт-l) взаимно независимы. ECJJ;~ ll.':i(!!~

= 1, ..., т) только не корреЛИР9ваны, ТО процесс .S(t) называется nроцеС.~ОI4-.: ~

О'ртогонаЛЬНbt.Аtu nрuращенuяlttU.

Случ~йный процесс 6(t) Ha3ЫBaeTC~ ~TaЦUOHapHЫм., если распределе~ие !,лщ($ОJ1

совокупности 6(tl) , ... , ~(tm)(t,E Т) инвариантно относительн~о сдвига на .ве.лИ:,:!и.Ну 't:

F(~I"",~m;tl,...• tJ =F{SI'···'~m;tl+'C,···.tт+'t},tl+'tE!T,I= l, ... ,m.

Если инварианты только первые два момента процесса ~(t), то он Н~3Ы8ается

слабостацuон.аРНЫ,l,t.

Важное мес.то в теори.и случайныхпроцеССО8 и ее прило>кенияхзанимаютгауссов­

Сl<ие .процессы. Процесс s(t) называется гауссоВск.UАt, если плотность распределения

величин 6(t.), ..., s(tm ) определяется следующим соотношением:

'(х) = (2n)-k/'det (K)]-1/2 ехр[ О,5(х - т)Т К- 1 (х - m)],

где х = (xs, ... , xJ T;m ='(т .....,m~ Т., ml = 1V1s( t~, i = 1, ... , k;

К = [ klj] kXk' kiJ = М[ s( /,) -. mt ] [6( tJ) - m/] т, i,j = 1, ... , k.

Таким образом, гаУССОВСI<ИЙ процесс целИl{ОМ определяется- математическим О)l{ида­

нием-и ковариационной функци~Й.

Пусть 6(/) - слабостационарный процесс с ковариационной функцией К(т).

Спектральной плотностью процесса ~(t) называется функция 0(00), определяемая

соотношениями':

для процесса с непрерывным временем

00

.а (00) = _1_ r e-jШ1; К ('t) dт:,
2n )

для процессз с дискретным временем

00

а (ы) = '2~ ~ К (l) e- j
''',

i=-oo

Спектральн~я плотность есть функц~я, равная преобрззованию Фурье коварна':

цианной функции К(т:). С пом~щью обратного преобразования по известной ФУНlЩии

0(00) можно восстановить К(т:):

ДЛЯ процесса с непрерывным временем

K(~) = ~ еjшт G (00) dro,
-00

для процесса с дискретным временем

n

К (l) = ~ eJ/m G (00) dю.
-п
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Приведем алгоритмы и программу вычисления определителя матрицы и ее обра­

щениЙ. которые находят практическое применение в большинстве. алгоритмов ана­

.iIиз:а·;·И·сИНт~за систем автоматического управления. Проблемам синтеза эффеl<ТИВНЫХ

методов вычисления определителей и обращения матриц посвящено много работ

(наtiр'имер, '[88, 89] ). БОЛЬШУIО известность получил излагаемый здесь метод Гаусса,.

а Tak>I~e его модифИI<ацИи.

Пусть надо вычислить определитель I<вадратной матрицы А = (а}/) (i, j= 1, ... , n).
Здесь' верхний индекс у элементов а}} -·номер итерации вычислений. При условии

all =#:0. ~азделив перВУIО строку на all, получим:

Ь 12 b 1n

А. = det(aIJ) = а:: a~. a~2 a~n = a: 182;

af.l af12 a~1I

после линеЙН~IХ преобразований последовательно получаем

где аЬ+I=а~-~7kЬkJ, bki=a~J/atkJ k=l, ...• n; i=k+l, ..., n; j=k+l, ... , n.

Для ведущих элементов a~k (k= 1, ... , n) должно выполняться условиеа~k4=О.
n

Таким образом. А. = detA= П ai,. Общее количество арифметических операций
"1=1

умножения и деления, необходимых для вычисления определителя, (nЗ +2n)/3- 1.
Аналогичная схема (по методу исключения Гаусса) используется для решения

C~CTeM лине~ных уравнен~й с квадратной матрицейn-го порядка:

Ах::;:: а,,+ •• А =( alj );

a~+1 =(a:,'J+.' ..., a~"l+J·
Определив at+··, bkj, находим неизвестнь~е,Х••...• х,.:

n

Х, = Ь"n+1 - ~ b"iJ~J' i= n• ...,1.
j=i+1

Обращение матрицы А находим с помощью решения.n систем линейных урав­

нений вида

где е
; (i= 1, ...• n) - вектор со всеми нулевыми координатами и i=й, равной единице.

Обратная по отношению к А матрица д-а вычисляется с помощью х·, ... , хn : д...:.... =
=(x 1

, ••• , хn). <
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в ~аст()ящее времи "меется ДQстаточно. БОJIЬШQе КОJ)ичество UpQfpaMM /lинеЙНQА

алгеБРЬJ. В п~рвую очередь СJIедует отметить програММ~I., Qцисацные в [88]. Зде~ь

приведена" ПР9грам·Ма обращеНffЯ матрицы - программа. INV. ра.эработаНJIая

на язы~е Фортран. Прогрцмма вьt3ЬJвается с помощью oц~paT9"pa .-

CALL INV (А. ~. С. Z, N, EPS),

Входные параметры:

A(N,N) - исходнаn матр",ца ра;змера. N*N;
В (-N). С (N) ~ вспомогательныеMaCCIiBQI размера N;
N - пара.метр размеРНQСТИ;

EPS .......... точность вычисления;

Z(N) - рабочий маС~И8.

Тестовой пример .СОСТQИТ В обращении матрицы

А (1.1):;= 5. А (2,1) = 7, А (3,1) ::;: 6, А (4,1) ::;:;: "5;
А (1,2) =:; 7, А{2,2);= 10, А (3,2) ;;с; 8, А (4,2.) ~-7;
А (1,3) = 6, А (2,3)::;:= 8, А (3,3) ~ 10, А (4.3) = 9;
А (1.4) =5. А (2,4) = 7, А (3,4) = 9, А (4,4) ~ 10.

Результаты вычислений:

A-I (1.1) = 67,999;
А- 1 (2,1) = - 40.999, А-1 (2.2) = 24,999;

А- 1 (3.1) = -;- 16,999. А-l (3.2) = 9,999, А- t (3J3) = 4.999;
А-1 (4,1) = 9,999. А-1 (4,2) = - 5,999, А-1 (4,3) = - 2.999, А-1 (4,4) = 1.999.

(о·стальные элементы обратной матрицы А -1 нулевые).

PRQGRAM INV
REAM PE~ о
DIMBNSION А(2,2),А1(2,2),С(2,2),З(2)
-А{1,1) .. 5 - .
А(1,2),к7

А(2,о1.)*7.

·А(2,2),.5·

PRINT 1000
1000 FORMAT(1X, 'INITIAL DATA'//1X,'MATRICA А ' /)

PRINT 1001,«(A(1,~),J~1,2),I.1,2)

1 О О 1 FORMATo( 1Х, 2"(·F6 ~ 2) I , 1Х, .2 (Fб • 2) I i 1Х, 2(Fб ,2) )
CAL~ ·OBR(A",A1 ,с,В,РЕТ,2)

PRINT 1100
1100 FORMAT(1X, 'INVERT MATRIX'/)

PRINT
o

111 О, «A("J, 1) ,'3: ..1,2) ,3-1,2)
111 О P!ORM~Т ( 1Х, 2. ( F"1 О : 5 ) / , 1Х , 2 ( F 1О • 5 ) / , 1Х, 2 ( 11'1Q• 5 ) )

PRINT 1002,ОЕТ

1002 ·FORMAT( 1~, I DE;T=' , F1 0.5)
STOf-
BND
SUBROUTINE 08R(A,A1,c,B,D~T,N)

DIMENS~9N A(N,N),A1(N,N),C(N~N),B(N)
00 100 K~1,N

РО 1'7 I-.1,N
8(1)-0
DO 1'7 J-1,N

·1 7 С ( 1 , J J -А ( 1 , J )
.B(l() -1
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CALL GAUS{C,B,DET,N)
DO 27 I-1,N .

2'7. А1 (1 ,.К) ~B( 1)
100 CONTINUE

RETURN
END
SUBROUTINE GAUS(A,B,DET,N)
DIMENSION A(N,N),B(N)
DET-1
11-1
DO 100 I-1,N-1
К-!

T=ABS(A(I,I»
DO 70 L=I+1,N
F-AB·S (A(L, 1) )
IF(T.GE.F)GOTO 70
T-F
K=L

70 CONTINUE
IF(T.EQ.O)GOTO 50
IF(K.EQ.I)GOTO 80
DO 60 J-I,N
D-A(I,J)
A(I,J.)-A(K,J)

60 A(~,.J')-D

DcB(I)
В(I)-В(К)

B(K)-D
1118-11

80 DO 110 K-I+1,N
110 A(I,K)~A(I,K)/A(I,I)

B(I)~B(I)/A(I,I)

DO 140 ·L:aI+1,N
DO 130 KaI+1,N

130 A(L,K)=A(L,K)-A(I,K)*A(L,I)
140 B(L)-S(L)-B(I)*A(L,I)
100 CONTINUE

IF(A(N,N).EQ.O)GOTO 50
B(N)-S(N)/A(N,N)
DO 170 I=N-1,1,-1
DO 170 JaI+1,N

170 B(I)-B(I)-A(I,J)*B(J)
DO 11, I c 1,N

117 DET-DET*A(I,I)
DET-DET*II
RETURN

50 PRINT 55
55 FORMAT(10X,'GAUS: MATRIX А HAS ZERO DETERMINANT')

RETURN
END
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